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1 Wahrscheinlichkeit

1.1 Axiome von Kolmogorov

Definition 1.1 (Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und diskreter Mafiraum). Gegeben
sei eine nicht-leere Menge Q0 (genannt Grundraum oder Stichprobenraum). Eine Abbil-
dung p: P(Q) — [0, 00] heifit diskretes Maf, falls folgende Figenschaften erfillt sind:

(2) Nicht-Negativitit: VA C Q: u(A) > 0.
(13) Nulltreue: pu(2) = 0.

(iti) o-Additivitit: Pir A; C Q Vi € N mit AN A; = @ Vi, j € N,i # j gilt:
Iz (U Ai) = u(A)
i=1 i=1

(iv) Diskretheit: Es gibt eine abzihlbare Teilmenge Qo C Q mit u(Q2§) = 0.

Das Tripel (22, P(£2), ) nennt man einen diskreten Mafsraum. Die Abbildung p heif$t dis-
kretes Wahrscheinlichkeitsmafs, falls u(Q2) = 1 ist. In diesem Fall nennt man das Tripel
(Q,P(Q), 1) auch diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. Fir A C Q heifft dann p(A) die
Wahrscheinlichkeit von A.

Bemerkung 1.2. Fin (diskretes) Wahrscheinlichkeitsmafl wird typischerweise mit P
bezeichnet (wobei der Buchstabe P fiir ,,Probability“ steht).

Ubungsaufgabe 1.3. Beweisen Sie: Eine Abbildung p : P() — [0,00] mit (i), (iii)
und p(Q) =1 erfillt auch die Eigenschaft (ii). N.b.: Fiir abzihlbares Q # & werden die
FEigenschaften (i), (i) und p(2) = 1 auch Aziome von Kolmogorov genannt (1933).

Bemerkung 1.4. Die Menge Qg aus Definition 1.1 ist nicht eindeutig. Jede abzdihlbare
Menge Qo C Q mit ,u(QOC) = 0 heyf$t Trager von p. Ldsst man aus einem Trdger alle
Elemente w weg, die p({w}) = 0 erfiillen, so bleibt ein Trager mit u({w}) > 0 Yw € Qg

ibrig. Dieses Qg nennt man dann Trdger im strengen Sinne.

Konvention 1.5. Ist in einer endlichen oder unendlichen Summe von Zahlen aus [0, 00]

mindestens ein Summand oo, so wird die Summe gleich oo gesetzt.

Notation 1.6. Sind A; € P(Q) firi € N paarweise disjunkte Mengen (d.h. A;NAj =
@ Vi,j € N,i# j), so schreibt man auch:

00 [e§)
=1 i=1



Lemma 1.7 (Regel von De Morgan). Seien 2 # @& eine beliebige Grundmenge und I
eine beliebige Indexmenge. Fir alle i € I sei A; € P(2). Dann gilt:

C C

(ﬂ Ai> = JAf und (U AZ-) =AY
icl i€l i€l i€l
Beweis. Ubungsblatt 1, Aufgabe 2. O

Lemma 1.8. Gegeben seien ein Grundraum Q # &, ein diskretes Maf v : P(2) — [0, o0]
und ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafs P : P(Q2) — [0,00]. Dann gelten folgende

Aussagen:

(i) Endliche Additivitit: Ist n € IN gegeben und sind Ay, ..., A, paarweise disjunkte

Teilmengen von §) (diese bezeichnet man gerne als ,Ereignisse®), so gilt:

I (Z Ai> => (A
i=1 i=1

(1i) Isotonie: Ist A C B fiir A,B € P(Q), so ist u(A) < u(B). Speziell folgt hieraus
fir das Wahrscheinlichkeitsmaf$ P, dass VA € P(Q) gilt, dass 0 < P(A) <1 ist.

(13i) Subtraktivitit: Ist p(A) < oo fir ein A € P(Q), so gilt die folgende Implikation
VB e P(2):
ACB= B\ A)=pubB)—puA)

Wegen P(Q) =1 gilt diese Implikation fiir Wahrscheinlichkeitsmajf$e immer.

(iv) Komplementaritit: Ist p(A) < oo fir ein A € P(Q), so folgt, dass u(A%) =
() — p(A) ist. Insbesondere ist P(AY) =1 — P(A).

(v) Stetigkeit von unten: Ist (A;)icw eine aufsteigende Folge in P(Q) (d.h. Vi € IN gilt
A; C Ajt1), so folgt:

o (U Ai) = lim pi(A,)
=1

(vi) Stetigkeit von oben: Ist (A;)iew eine absteigende Folge in P(Q) (d.h. Vi € IN gilt
Ai D Aiy1), und ist p(Ar) < oo, so folgt:

Z (ﬂ Az) = g )
=1




(vii) Subadditivitit: Firn € N und Ay, ..., A, € P(Q) gilt immer:

2 (U Ai) < ZM(Az‘)
i—1 =1

(viii) o-Subadditivitit: Ist (A;)ien eine Folge in P(Q2), so gilt:

M (U) <D nA)

i=1

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften (i) — (iv) nach. Die Eigenschaften (v) — (viii) sind
Gegenstand von Aufgabe 3 auf Ubungsblatt 1.

(i) Mit A; == @ Vi > n gilt

n

ZM(Ai)~
i=1

o-Additivitét n(2)=0

M(ZlA> _ M(iA) . iuw

(i) Sei B = AU (B\ A). Es folgt aus (i), dass u(B) = u(A) + u(B\ A) > u(A) ist
(denn pu(B\ A) > 0).

(ii1) p(B) L p(A) + (B \ A) B2 (B A) = pu(B) — p(A)

(iv) folgt aus (iii) mit B = .

Diskrete Mafle lassen sich leicht mithilfe von Zahldichten konstruieren.

Definition 1.9 (Z&hldichte). Sei 2 # @ ein Grundraum.

(1) Eine Abbildung f : Q — [0,00] heifit Zihldichte, wenn T = {w € Q | f(w) > 0}
abzdhlbar ist. Gemdfs

pA) = 3 ) mit 3 fw) =0 (+)
weANT wED

wird offenbar ein diskretes Maf auf (2, P()) definiert, wobei Qo = T gesetzt

werden kann. Gilt
Y flw =1,

weT

so ist das durch (x) definierte Maf$ ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf.



(13) Ist umgekehrt p ein diskretes Maf$ auf (Q, P(2)), so ist die durch
[ = 0,00, w = p({w})

definerte Funktion eine Zihldichte.

Beispiel 1.10. (i) Seien Q = {1,2,3,4,5,6} und f : Q — [0, 00],w ﬁ = %. Das
zu f assoziierte Wahrscheinlichkeitsmaf$ P heif$t Laplace-Verteilung auf (2, P(2)).
(Q,P(Q),P) ist ein Modell fiir einen einmaligen Wiirfelwurf.

(i) Betrachten wir nun einen einmaligen Minzwurf. Dafiir verwenden wir die Grund-
menge Q0 = {Kopf, Zahl} mit der Zihldichte f(Kopf) = 3, f(Zahl) = 1. Das zu-
gehorige Wahrscheinlichkeitsmafs ist ebenfalls eine Laplace- Verteilung auf (2, P(£2)).

1.2 Urnenmodelle und abgeleitete Verteilungen

Wir betrachten n Ziehungen aus einer Urne mit N Kugeln, die mit den Zahlen 1,..., N

durchnummeriert seien.

Beispiel 1.11 (6 aus 49). Wieviele Mdglichkeiten gibt es, aus 49 Zahlen 6 (unterschied-
liche) Zahlen auszuwdhlen? Fir die erste Zahl gibt es 49 Maoglichkeiten; fir die zweite
dann nur noch 48, da eine Zahl dann ja bereits gewdhlt wurde; fir die dritte gibt es
nur noch 47 Mdglichkeiten, usw.; wenn wir diese Anzahl noch durch die Anzahl der

moglichen Permutationen eine 6-elementigen Menge teilen, ergibt sich schlussendlich

49-48- ... 44 (469) — 13.983.816

folgende Formel:

6-...-1
Dies ist genau die Anzahl aller 6-elementigen Teilmengen von {1,...,49}. Allgemeiner
1st (Z) genau die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen der Menge {1,...,n}. Dieses

Beispiel entspricht dem Ziehen ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen von 6 Kugeln

aus einer Urne mit (urspriinglich) 49 Kugeln.

Satz 1.12 (Kombinatorik). Wir betrachten das Ziehen einer Stichprobe vom Umfang n

aus einer N-elementigen Menge. Es gilt:

Mit Zuriicklegen Ohne Zuriicklegen
Mit Reihenfolge N N-(N-1)-...-(N—=n+1) = (Nfi’n)!
Ohne Reihenfolge (N +T7_1) (]T\[ )

Ohne Beweis.



Beispiel 1.13 (Ziehen mit Zuriicklegen, Binomialverteilung). Wir betrachten eine Urne
mit N Kugeln; R davon seien rot, und N — R weifS. Aus dieser Urne ziehen wir n-
mal hintereinander eine Kugel, wobei wir nach jedem Zug die jeweils gezogene Kugel
zuriicklegen. Die Kugeln seien von 1,..., N durchnummeriert — 0.B.d.A. seien die ersten

R Kugeln rot. Wir betrachten dazu den Stichprobenraum
Q= {(w17"'7wn) | I <w SN}

(w1 bezeichnet dabei die Nummer der ersten gezogenen Kugel, wo die der zweiten, usw.)

mit Laplace-Verteilung, d.h. die Wahrscheinlichkeit jedes n-Tupels ist gleich.

Frage: Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau r rote Kugeln in der Stichprobe
sind? Dies entspricht dem Ereignis E, = {(w1,...,wn) : |[{i:w; < R} =71}.

Um die Mdichtigkeit von E, zu berechnen, schreiben wir E, als Vereinigung disjunkter
FEreignisse Er, wobei I C {1,...,n} die Nummern der Ziehungen enthdlt, bei denen
genau eine rote Kugel gezogen wird. Die Idee ist, dass wir von diesen Ereignissen die

Wahrscheinlichkeit leichter ermitteln konnen. Wir setzen also
Er={(wi,...,wpn) |wie{l,...,R} firie T undw; e {R+1,...,N} fiir i ¢ I}

und

E, = U Er.

Ig{l’»n}
[|=r

Da es genau (:f) Teilmengen I C {1,...,n} mit Kardinalitit v gibt, und da E; fir alle
solchen I dieselbe Kardinalitdt hat, folgt:

n n
El=(")1Eq = (")-R-(N=R"
| Er| <r> B, <r> R" - ( R)

Mit der Laplace-Verteilung und der Tatsache, dass || = N™ ist, ergibt sich:

-5 () () 68)

Da Ey, ..., E, eine disjunkte Zerlegung des Ergebnisraumes S ist (denn irgendeine An-

zahl roter Kugeln muss man ja gezogen haben, und diese Anzahl liegt bei n Kugeln

zwischen 0 und n), wird durch
p(r) :=P(E,) Vr € {0,...,n}

eine Zahldichte eines WahrscheinlichkeitsmafSes auf ({0, ...,n},P({0,...,n})) definiert,



denn es gilt
n

1=P(Q) =P (Z E) => P(E) =) p).
i=0 =0

1=0

Das WahrscheinlichkeitsmafS heifst Binomialverteilung (mit Parametern n und %)

2 Unabhidngigkeit, Produktraume, bedingte Wahrscheinlichkeit

2.1 Stochastische Unabhdngigkeit

Definition 2.1 (Stochastische Unabhéngigkeit). Sei (Q,P(Q2),P) ein diskreter Wahr-

scheinlichkeitsraum. Dann heiflen zwei Ereignisse A und B stochastisch unabhdngig,

wenn gilt:
P(ANB)=P(A) -P(B)
Beispiel 2.2. (i) Wir werfen einen unverfilschten Wiirfel und definieren folgende
Ereignisse:
e A: ,Die Augenzahl ist gerade*.
e B:  Die Augenzahl ist durch 8 teilbar*.

Nach obiger Definition sind diese Ereignisse stochastisch unabhdngig, denn es gilt:

Al 3 1 B| 1 1
A= ="=_:PB)="'=_:P(ANB)=- =

DO =
W =

(13) Wir ziehen zwei mal mit Zuriicklegen aus einer Urne mit 3 roten und 5 weiflen

Kugeln, und betrachten folgende Ereignisse:
e A: ,Die erste gezogene Kugel ist rot*.
e B: , Die zweite gezogene Kugel ist weifs“.

Diese FEreignisse sind stochastisch unabhdngig, denn es gilt:

3-8 3

P(A) = 85 5 15

2 PB)=—-——=2;P(B)=—

ool w
oo| Ut

Definition 2.3. Sei (2, P(Q2),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Ereignisse
Ai,..., Ay € P(Q) heiffen stochastisch unabhingig, wenn Yk € {1,...,n} und jede
Auswahl von Indizes 1 < iy < is < ... <1ty < n gilt:

k k
P (4, | =[P4
j=1 j=1



Bemerkung. Es folgt sofort, dass Teilfamilien von unabhdngigen Ereignissen wieder

unabhdngig sind.

Beispiel 2.4. Wir werfen eine faire Miinze zweimal. Wir betrachten also den folgenden
Grundraum:
Q= {(Kv K)? (Kv Z)v (Z7 K)) (Z7 Z)}

Setze:

o A:={(K,K),(K,Z)} = ,Der erste Wurf ergibt Kopf* ~» P(A) =1/2

e B:={(K,K),(Z,K)} = ,Der zweite Wurf ergibt Kopf* ~» P(B) =1/2

o A:={(K,Z),(Z,K)} = ,Es wird genau einmal Kopf geworfen“ ~~ P(C) = 1/2.
Wir fragen uns, ob diese Ereignisse unabhdngig sind. Dazu berechnen wir:

e P(ANB)=1/4=P(A)-P(B) ~» A und B sind unabhdngig.

e P(BNC)=1/4=P(B)-P(C) ~ B und C sind unabhdingig.

e P(ANC)=1/4=P(A) -P(C) ~ A und C sind unabhdingig.

Allerdings gilt: P(ANBNC) = P(@) =0 # § = P(A) - P(B) - P(C). Also sind zwar
die Ereignisse A, B und C paarweise unabhdngig, nicht aber das Gesamtsystem. Dies
zeigt uns sofort, dass es micht ausreicht, paarweise Unabhingigkeit zu tberprifen, um

die Unabhdngigkeit eines Systems nachzuweisen.

Satz 2.5. Sei (0, P(Q),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Seien die Ereignisse
A1,..., Ay € P(Q) stochastisch unabhdingig. Dann sind auch die Ereignisse By, ..., By
mit B; € {A;, AS} Vi € {1,...,n} unabhingig.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollsténdiger Induktion nach n.

Induktionsanfang fiir n = 2: Es gilt:
Ay = (A1 N Ap) + (A1 N AT)
Dabei bezeichnet ,,+“ eine disjunkte Vereinigung von Mengen.

= IP(Al) = IP(Al N Az) —I—IP(Al N Ag)
N————
=P(A;)-P(A)
= P(A; NAS) =P(A)) - (1 — P(Ay)) = P(4A;) - P(AS)

Damit sind die Ereignisse A; und AS stochastisch unabhiingig. Analog fiir A{ und As
bzw. Alc und AQC.



Induktionsschritt: Die Behauptung sei fiir n — 1 richtig. Seien A1, ..., A, stochastisch
unabhéngig. Sei {i1,...,im} C {1,...,n} mit m := n—1. Nach Induktionsvoraussetzung

sind dann die Ereignisse B;,, ..., B;

im

unabhéngig (da dies n—1 Ereignisse sind). Es bleibt

folgende Gleichung zu zeigen:

P (m Bi> Irw) )
i=1 =1

Es seien 0.B.d.A. By = AY,..., By, = AY, Byy1 = Ak, ..., By = A,. Wir zeigen die
Aussage (%) per Induktion tiber k.
Induktionsanfang fiir k = 1: Mit endlicher Additivitét erhalten wir:

(o) er(Q4) -=(02)

=P (A? N (n] Ai> = (ﬁ IP(A,-)) (1 -P(Ay)) = P(AY) - ﬁ]P(Ai)
=2

i=2 1=2

Induktionsschritt von k — 1 nach k: Es gilt:

(0] (0,4)) =) (2))
r((0) (0 4)) = (Meo) (1 oy

Damit gilt analog zum Induktionsanfang:

(0] (0,2)) = (Treo) (1L )

Insgesamt ergibt sich damit die Aussage (). O

2.2 Produktraume und Produktexperimente

Motivation 2.6. Zwei Studenten — Student 1 in Freiburg, Student 2 in Konstanz —
fiihren gleichzeitig ein Experiment aus: Student 1 wirft eine (faire) Miinze, Student 2
wirft einen (fairen) Wiirfel. Beide haben ihre eigenen Wahrscheinlichkeitsriume, 0 =
{K,Z} mit Laplace-Verteilung P1 on P(21) und Qo = {1,...,6} mit Laplace- Verteilung
Py on P(Qg). Was die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A “Student 1 wirft Kopf,
Student 2 erhdlt eine “6”7” anbelangt, besteht das Problem , dass das Ereignis weder in
P(21) noch in P(§) enthalten ist.



Definition 2.7. Es seien (21, P(21),P1),..., (Qn, P(Qy),Py,) diskrete Wahrscheinlich-
keitsraume. Der Produktraum (2, P(Q2),P) ist der diskrete Wahrscheinlichkeitsraum mit

Q= x ... xQ ={(wi1,...,wn) |w; €% Vie{l,...,n}}

und der Zdhldichte
p((wi,- - wn)) = pi(wi) - .. pn(wn)
~—— ~——
=P1({w1})  =Pn({wn})
Das zu p gehirende Wahrscheinlichkeitsmaf$ P auf (2, P(2)) heifit Produkt- Wahrschein-
lichkeitsmafl und wird oft mit P = Py ® --- ® P, bezzeichnet.

Satz 2.8. Es seien (1, P(1),P1),..., (2, P(Q),P,) diskrete Wahrscheinlichkeits-
rdaume und (2, P(Q),P) der zugehirige Produktraum. Fir i € {1,...,n} seien A; C Q
Ereignisse und A, := {(w1,...,wn) € Q| w; € Ai} = QX X Qi1 XA X Qi XX Q.

Dann gilt P(AL) = P;(A;) fir alle i € {1,...,n} und die Ereignisse Al,..., Al sind
stochastisch unabhdngig.
Beweis. Es ist
PA) =S pw) = S [[piw
weA (W1 yeeerwn)EQ =1
wieAi
= Z pr(wi) |- Z pilwi) | --..- < Z pn(wn)>
w1 €L wi€A; wn €
-1 =1
= Z pi(wi) = Pi(4;),
wieAi

und iir die Indizes 1 <4y <19 < ... <1, <n gilt

k n
P4 = > e
j=1

(wl:-"vwn)EQ Jj=1
wi EAZ-J. vje{l,...,n}

k
= Z H pi;(wi;)

((&H,-.-,UJTL)EQ J=1
wi; €A vie{l,...,n}

k k
= Z biy (wh) T Z Diy, (wlk> = H IF'ij (Aij) = H IP(A;J-)

wiy €Ay wikeAik j=1 j=1

Damit sind die Ereignisse Af,..., A’ unabhingig. O



Bemerkung. Mit der Identitit (;_,; A, = A1 x...x A, bedeutet Satz 2.8, dass auf dem
Produkt- Wahrscheinlichkeitsraum gilt:

P(A; x ... x Ay) = [[Pi(4).

Diese Identitit sit Ausgangspunkt einer alternativen Definition des Produkt- Wahrschein-
lichkeitsmafles — MajStheorie (Analysis III).

Beispiel 2.9 (Noch einmal die Studenten aus Freiburg and Konstanz). Mit der Notation
aus Motivation 2.6, definiere Q2 := Q1 x Qo sowie das Produktmaf P := P1 @y auf P()
mit Komponenten Py und Py. Das Ereignis {(K,6)} = “Student 1 wirft Kopf, Student 2

erhdlt eine “67”ist eine einelementige Teilmenge von ) und

P({K,6)}) = P(({K} x 92) N (% x {6}))

— P({K} x 0) - P2 x {6})
11

=Pi({K}) - Po({6}) = 3%

D.h., unter dem Produktmaf sind die Ereignisse in Exzperiment 1 unabhdngig von denen

i Ezxperiment 2.

2.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Ziel: Beschreibung von Abhéngigkeitseigenschaften von Ereignissen. Was ist die Wahr-
scheinlichkeit von einem Ereignis A, wenn wir wissen, dass ein anderes Ereignis B ein-

getreten ist?

Definition 2.10. Sei (2, P(2),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Weiter seien
A, B € P(Q2) Ereignisse mit P(A) > 0. Dann wird die bedingte Wahrscheinlichkeit von
B gegeben A durch

P(AN B)

P(B|A) = =5

definiert.

Beispiel 2.11. Wir betrachten den zweimaligen Wiirfelwurf sowie die Ereignisse
e O:={1,...,6}°
o A:={(wi,w2) € Q| wi +we =12}

e B := {(wl,WQ) €N | w1 :5}

10



Damit gilt:

1 1 P(AﬁgB)
]P(A):%;]P(B)ZESIP(A|B):W:0

Bemerkung 2.12. Fiir unabhingige Ereignisse A, B € P(2) mit P(A) > 0 gilt

P(B | 4) = IP(];l(Z)B) _ ]P(Alg(.j;(B) _P(B).

Anders gesagt: Sind die Ereignisse A und B unabhdngig, so dndert das Wissen, dass das
Ereignis A eingetreten ist, nichts an der Wahrscheinlichkeit, dass auch das Ereigniss B
eintritt. Umgekehrt: Ist P(B | A) = P(B), so folgt

P(ANB) =P(A)-P(B| A) = P(A) - P(B),

d.h. A und B sind unabhdngig.

Satz 2.13 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei (2, P(Q2),P) ein diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum. Seien By, ..., B, € P(2) mit folgenden Figenschaften:

e UB =0
=1

i=
e BNB; =@ Vi,je{l,....,n}i#j
o P(B;)>0Vje{l,...,n}.

Eine solche Zerlegung des Raumes 2 wird auch Partition von ) genannt. Dann gilt fir
AeP(Q):

P(A) = Z]P(A | B;) - P(B;)
=1

Beweis. Da auch die Mengen AN B;, i =1,...,n, paarweise disjunkt sind, folgt

P(A) =PANQ) =P | AN OBj =P LnJ(AﬂBj)
j=1 j=1
~ Y P(ANBy) = S P(A| By B(B)
=1 i=1

O]

Satz 2.14 (Formel von Bayes). Sei (2, P(Q2),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.
Sei Bi,...,B, € P(Q) eine Partition von Q0 wie oben, und sei A € P(Q). Dann gilt

Vi 1,...,n}:
= } P(A|B;)-P(B))
> -1 P(A| Bj) - P(By)

P(B; | A) =

11



Beweis. Es gilt Vi € {1,...,n}:

N}

P(B; | A) = PANB;) P(A|Bi) P(Bi) 213 P(A|Bi)- P(Bi)

P(4) P(4) 2o P(A] By) - P(Bj)

|

O]

Beispiel 2.15. Gegeben seien 6 Urnen, die jeweils 5 Kugeln enthalten. Die erste Urne
enthdlt 5 weiffe Kugeln, die zweite Urne enthdlt 4 weifle und eine schwarze Kugel, usw.

bis zur 6. Urne, die 5 schwarze Kugeln enthdlt:

Urne 1 OO00O00O0
Une 2 @OOOO
Unes @ @®@OOO
Urne 4 000 OO
Uneb O @@ @O
Unet O OO OGO

Ezperiment: Wir werfen zundchst einen unverfilschten Wiirfel und wahlen diejenige Ur-
ne aus, die der geworfenen Augenzahl entspricht. Anschlieffend ziehen wir aus der aus-

gewdhlten Urne mit Zuricklegen Kugeln. Wir definieren folgende Ereignisse:
e B;:= _Es wird aus der i-ten Urne gezogen®.
o Ay := ,Die erste gezogene Kugel ist schwarz®.
o Ay := ,Die zweite gezogene Kugel ist schwarz®.

Ziel ist nun, die Wahrscheinlichkeiten P(Ay) und P(Ag | A1) zu ermitteln. Dafiir halten

wir zundchst fest, dass die Ereignisse By, ..., Bg eine disjunkte Zerleqgung des Ergebnis-

raumes bilden. Ferner gilt Vi € {1,...,6}:

1—1

P(A; | B;) =

Damit gilt nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:

Bemerkung: Diese Aussage war bereits klar aus Symmetriegrinden.
Auferdem gilt:
P(Al N AQ)

]P(AQ | Al) = IP(Al)

= 2IP(A1 N AQ)



Nun ist

also gilt:

9
0 1< 11
IP(Al ﬂAg) = ZIP(Al N As ‘ Bz) IP(Bz) = — Zi2 = —
— ~— \,1_/ 150 P 30

=(5) G

11

= ]P(AQ ’ Al) = T5

3 Diskrete Zufallsvariablen

Beispiel 3.1. Wir betrachten das dreimalige Werfen einer Miinze mit dem Grundraum

Q= {(w1,w2,w3) |w; € {0,1} Vi € {1,2,3}}.

Wir nutzen die Laplace-Verteilung P auf (Q,P(Q2)), d.h. P(A) = 1Al % fir A € P(2).

Frage: Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass k-mal Zahl geworfen wird?

Dafiir gibt es zwei méogliche Herangehensweisen:

(i) Wir definieren das Ereignis

Ap = {(wl,wg,w;g) e

i=1

Ag|

und berechnen P(Ay)) = =g.

Die Anzahl ist binomialverteilt, d.h. wir betrachten Bin(3, %) Diese Verteilung
ist allerdings kein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, P(2)). Wir miissen also einen

anderen Grundraum und ein anderes Wahrscheinlichkeitsmafl verwenden:

X = {0,1,2,3} und PX({k}) = (Z)(;)k(l - ;)” _ (Z); F=0.1,2,3

Den Raum (Q%, P(QX), PX) erhdlt man aus (2, P(), P) mit folgender Abbildung:

3
X:Q—>R, w=(w1,ws,ws3)— Zwi.
i=1
Dann ist QX = Bild(X) = {r € R| 3w € Q : v = X(w)}, und es gilt PX(B) =
P(X~Y(B)) fiir jede Menge B € P(X).
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Definition 3.2. Sei (2, P(Q),P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung
X : Q — R heifst diskrete Zufallsvariable. Die durch X induzierte Verteilung

PX(A) ;== P(X1(A4)) YA € P(QY)
ist ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafs auf (X, P(QX)). Die Funktion

Fx(z) = PX((—o00,2] NQY) = P(X 1 ((—00,2] N Q%)) = P(X < x)

=H{wlX(w)<z}
heifst Verteilungsfunktion von X.
X
(€2, P(2),P) (QX, P(Q%), P¥)

Bemerkung 3.3. (i) Man rechnet leicht nach, dass PX tatsichlich (wie in obiger
Definition behauptet) ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafs ist (da die Aziome von

Kolmogorov gelten).

(1) Man rechnet ebenfalls leicht nach, dass Fx monoton wachsend und rechtsseitig
stetig ist, und folgende Limites hat:

lim Fx(z)=0und lim Fx(z)=1

T—r—00 Tr—00
(i) Da P diskret ist, kann man PX gleichermafen auf (R, P(R)) definieren.

Die Poisson-Verteilung

In der Praxis stellt sich mitunter die Frage, explizite Zahlenwerte der Verteilungsfunktion
Fx auszurechnen. Dies kann bspw. bei der Binomialverteilung fiir grofle Werte von n

sehr aufwendig sein, da die Binomialkoeffizienten fiir grofle n sehr grofl werden kénnen.

Satz 3.4 (Poisson-Grenzwertsatz). Es seien X,, ~ Bin(n,p,) fir n € N diskrete Wahr-
scheinlichkeitsraume. Falls ein X € (0,00) existiert, sodass npy, AL NS gilt, so gilt

)\k
lim P(X, =k)=e¢ -2 VEkeN,.

= k!
=(3)pk(1—pn)"=*

Die Abbildung py : INg = R, k — e*/\%, definiert die Zihldichte eines Wahrscheinlich-
keitsmafies auf (Ng, P(INg)). Dieses heifst Poisson-Verteilung.

14



Beweis. Fiir festes k € INg ist

P(X, =k)= <Z> pE (1= py)H

n-n—=1)-...-(n—k+1) 1 nPp\ " _
- K ) (1= 5)
S P LR B N 0
n o n v n (1—pu)k k! n
n—oo 1 n— 00 1 n—oo )I‘%T n—)oo}eik
Nach Voraussetzung gilt np,, ALEN A, und damit p, 7200, Wegen
n
lim (14+2)" ="
n—o00 n
fiir @, —% folgt
Ak
P(X, =k) =2 e R
Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Wegen py (k) > 0 und
= = A Ak A = )‘k A A 0
ZpA(k):Ze .H:e Zﬁ:e - e = e :1
k=0 k=0 k=0

ist py tatsédchlich Zahldichte eines diskreten Wahrscheinlichkeitsmafes auf (INg, P(INg)).
O
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