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Aufgabe 1 (4 Punkte). Es seien F und G stetige Funktionen und f die Lösung der gewöhnlichen
Differentialgleichung f ′(t) = F (s)f(s) mit f(0) = 1. Ferner sei W eine Brownsche Bewegung.
Zeigen Sie, dass der Prozess X gegeben durch

Xt := f(t)(x+

t∫
0

f(s)−1G(s)dWs)

folgende Darstellung besitzt

dXt = F (t)Xtdt+G(t)dWt, X0 = x.

Aufgabe 2 (Siegels Paradoxon; 4 Punkte). Bezeichne mit $t den Preis eines US-Dollars in Euro
zum Zeitpunkt t und mit et den Preis eines Euros in US-Dollar. Angenommen, es gilt

$0 = 1, d$t = $t(µdt+ σdWt)

für einen Wiener-Prozess Wt.
1. Leite die SDE für e ab.
2. Sei σ2 > µ. Berechne E[$t− $0], d.h. den erwarteten Gewinn in Euro aus einer Investition

von 1 US-Dollar. Ist der US-Dollar aus dieser Perspektive eine attraktive Investition?
Berechne außerdem E[et − e0], d.h. den erwarteten Gewinn in US-Dollar aus der Sicht
eines US-Investors. Ist der Euro aus letzterer Sicht eine attraktive Investition?

Aufgabe 3 (Black-Scholes-Formel; 4 Punkte). Seien (Ui)i=0,...,N unabhängige, identisch verteilte
Zufallsvariablen mit Ui ∼ N(0, 1) für jedes i = 0, . . . , N . Sei ferner (Sn)n=0,...,N definiert durch

Sn = exp

((
r − σ2

2

)
n+ σ

n∑
i=1

Ui

)
, n = 0, . . . , N,

wobei r ∈ R und σ > 0 reelle Konstanten sind. Betrachten Sie die Filtration (Fn)n=0,...,N ,
gegeben durch Fn = σ(S0, . . . , Sn) für n = 0, . . . , N . Zeigen Sie, dass

E[e−r(N−n)(SN −K)+ | Fn] = SnΦ(d1(Sn))−Ke−r(N−n)Φ(d2(Sn)),

wobei Φ die kumulative Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung N(0, 1) ist, definiert
durch

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π
e−

y2

2 dy, x ∈ R,

und wobei folgende Notation verwendet wird:

d1(x) =
ln( xK ) + (r + σ2

2 )θ

σ
√
θ

,

d2(x) = d1(x)− σ
√
θ

mit θ = N − n.


