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1 Grundlagen

1.1 Mengen
Beispiel 1.1 (Zahlbereiche).

e N=1{1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen

No ={0,1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen mit Null

Z={0,1,-1,2,—-2,...} Menge der ganzen Zahlen

Q={.|p € Z,q € N} Menge der rationalen Zahlen
e R Menge der reellen Zahlen (— Vorlesung Analysis)

e C Menge der komplexen Zahlen (— Vorlesung Funktionentheorie)

Wir méchten hier nicht formal den subtilen des Begriff der Menge ertrtern, das ist Ge-
genstand der Mengenlehre. Fiir unsere Zwecke besteht eine Menge M wie in Beispiel 1.1
aus unterschiedlichen Elementen; wir schreiben a € M (“a Element M?”), falls das Ele-
ment a in M enthalten ist, andernfalls gilt a ¢ M (“a nicht Element M”). () bezeichnet

die leere Menge, die dadurch ausgezeichnet ist, dass sie keine Elemente enthélt.

Notation 1.2 (Mengenangabe mit charakterisierender Eigenschaft).
M = {x € A|z hat Eigenschaft E'}

Beispiele. {z € N|3 <2 <7} ={4,5,6} und {x € Z| 2> = —1} = 0 (leere Menge).
Definition 1.3. Seien M und N Mengen.
M heif$t Teilmenge von N (M C N ), wenn gilt: a € M = a € N.

M heifit echte Teilmenge von N (M C N), falls M C N und M # N.

Beispiel 1.4. NC Ny CZCQCRCC.

Definition 1.5. Seien M, N Mengen. Wir definieren (“=" bedeutet “ist definiert als”)
M UN :={ala € M oder a € N} (Vereinigung)
MNN:={ala€ M und a € N} (Durchschnitt)
M\ N :={ala € M und a ¢ N} (Differenz “M ohne N”).

Lemma 1.6. Seien A, B,C Mengen. Dann gilt

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).



Fiir “=” miissen wir “C” und “D” beweisen. Wir zeigen eine Behauptung der Form
D C F, indem wir fiir beliebiges « € D folgern, dass auch x € E, also formal: x € D =
x € E (“=” bedeutet “daraus folgt”).

Beweis.

“C”: Seixe AN (BUCQ).
=xrxc€Aundx € BUC.
lLLFal: z€e Aundze B=2x€ ANBC (ANB)U(ANCQC)
22Fall z€e Aundze C =2 ANCC(ANB)U(ANC).

“57: Sei z € (AN B)U (AN C).
(x € Aund z € B) oder (z € A und z € C)
=z € Aund (x € B oder z € C)
=ze€ AN(BUCQO). ]

Bemerkung 1.7. Wir haben hier die Pfeile “=” verwendet, wenn von einer Aussage
auf eine andere geschlossen wurde. Im Folgenden wird “=” fiir eine Aquivalenzaussage

verwendet, d.h., wenn beide Richtungen, ‘=" und “<=7, gelten.
Lemma 1.8. Seien A, B Mengen. Dann sind dquivalent:
(i) AUB = B;
(ii)) AC B.
In Kurzschreibweise: Fs gilt AUB=B < AC B.
Beweis. Wir zeigen fiir die Aquivalenz “<” die beiden Richtungen “=" und “<”.
“=": (D.h. wir nehmen an, dass AU B = B gilt und miissen A C B beweisen.)
Seized =>zeAUBYB dh AcC B

“<”: (D.h. wir nehmen an, dass A C B gilt und miissen A U B = B beweisen, also
AUB C B sowie BC AUB.)
(i1)

Seix€e AUB = x € Aoder x € B = x € B, also haben wir AU B C B gezeigt.
B C AU B ist aber klar, womit B = AU B. O

Zusammenfassung 1.9 (Direkte Beweismethode). Die Aussage eines Satzes besteht

immer aus einer (oder mehreren) Implikationen
Aussage A = Aussage B
oder Aquivalenzen

Aussage A < Aussage B.



(Die Notation “=7 bedeutet “genau dann wenn” und entspricht den beiden Implikationen

Aussage A = Aussage B und Aussage B = Aussage A.) Die direkte Beweismethode
besteht darin, eine Implikation durch eine Abfolge von direkten Schliissen (Aussage A =
Aussage A1 = Aussage A2 = ...= Aussage B) zu beweisen.

Beispiel 1.10. Wir wollen zeigen:

xo 1st eine Ldsung von (x2 —pr+q)=0

[12 2
mozgi pz—q und %—QZO.

Anfingerfehler: Forme xog = 5§ £ 4/ % — q so lange um, bis die erste Aussage dasteht:

D
S Y
Zo D) 1 q
2
p)2 P
= - = = — —
(mo 2 1 1
2 p2
= — = _
xp p:co+4 1 ¢

Dies wdire als Beweis obiger Aussage falsch, weil die falsche Schlussrichtung gezeigt wird.

Richtig: xog Lisung von x> —pxr +q =0

= a;g—pa:o—sz—]f—q

= (moé)Q—]jq

= If—qZO und xo—gzi ]f—q

= Ifqzo und $o:§:l: ]fq O

1.2 Abbildungen

Definition 1.11. Seien M und N Mengen. Fine Abbildung f von M nach N ist eine

Vorschrift, die jedem Element m € M genau ein Element aus N zuordnet. Notation:

f:M—>N



Beispiel. f: R — R2 x— (22,2 +1).
Bemerkung 1.12. Seien M, M’ , N, N' Mengen.

(i) Zwei Abbildungen f : M — N und g : M’ — N’ sind gleich, wenn M = M’,
N = N'" und f(m) = g(m) fir alle m € M.

(ii) idpy : M — M, m — m, heifit Identitit (oder identische Abbildung) auf M.

(i4i) Fir A C M heift fia: A— N, aw f(a), die Einschrankung von f auf A.

Bemerkung 1.13. In obigem Beispiel haben wir die Notation (z%,x + 1) verwendet.
(m,n) heifit Tupel (geordnetes Paar). Formal: M x N = {(m,n)|m € M,n € N} heifit

kartesisches Produkt von M und N. Es gilt (m,n) = (m/,n’) genau dann, wenn m =m’

und n=n'.
Beispiel. R x R = {(a,b)|a € R,b € R} = R? (7eelle Ebene).

Analog definiert man R" =R x --- X R:={(a1,...,an)|a; R fir i =1,...,n}.
Definition 1.14. Seien M, N Mengen, f : M — N eine Abbildung. f heifit

e injektiv, falls gilt: Fir alle my,me € M folgt aus f(my) = f(me) stets mi = mo
& fiir alle my,mg € M folgt aus my # ma stets f(my) # f(ma);

e surjektiv, falls gilt: Fiir jedes n € N existiert ein m € M mit f(m) = n;
o bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Beispiele 1.15.

(i) f:R =R, x> 22 ist nicht injektiv, denn f(2) = f(—2), aber 2 # —2. f ist auch

nicht surjektiv, denn es existiert kein x € R mit f(x) = —1.

(i) f:[0,00) = R, x + 22, ist injektiv, denn sind x1,z2 € [0,00) mit 2?2 = f(z1) =
f(z2) = 22, s0 folgt x1 = xo. Es gibt aber weiterhin kein x mit f(x) = —1, d.h. f

ist nicht surjektiv.

(iii) f :[0,00) — [0,00), x — 22, ist injektiv (wie oben) und auch surjektiv, denn fiir
alle y > 0 gilt f(\/y) = (\/@2 =y. Damit ist f auch bijektiv.

Definition 1.16. Seien L, M, N Mengen und f : L — M, g : M — N Abbildungen.
gof: L — N,1l — g(f(l)), heifit die Verkniipfung (oder Hintereinanderschaltung,
Verkettung, Komposition) von f und g.

Beispiel 1.17. Seien f : R = R, 2 +— 22 und g : R — R, = — x + 1. Dann ist
gof :R—=R, z+— g(f(x)) =22 +1.



Lemma 1.18. Seien L,M,N,O Mengen, f : L — M, g : M —- N, h: N — O
Abbildungen. Dann gilt:

ho(goef)=(hog)of,

d.h. die Verkniipfung von Abbildungen ist assoziativ.

Beweis. Fiir z € L gilt

(ho(gof))(@)=h((go f)(2)) =h(g(f(2))) = (hog)(f(x)) = ((hog)of)(x)

Wir verwenden ab nun folgende Abkiirzung: “ V 7 bedeutet “fiir alle”.

Lemma und Definition 1.19. Seien M, N Mengen, f : M — N eine Abbildung. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist bijektiv.
(ii) Zu jedem n € N gibt es genau ein m € M mit f(m) = n.
(iii) Es gibt genau eine Abbildung g : N — M mit gof = idyr und fog = idy. In diesem
Fall bezeichnen wir die Abbildung g mit f~' und nennen f=! die Umkehrabbildung

(oder inverse Abbildung) zu f, d.h. es gelten f~1(f(m)) = m Vm € M und
f(f'(n))=nVneN.

Beweis. Statt (i) < (ii) und (ii) < (iii) zeigen wir (i) = (ii) = (iii) = (i).

(i) = (ii): Sei f bijektiv.

Zu zeigen: Zu jedem n € N existiert genau ein m € M mit f(m) = n.
e “existiert” folgt aus der Surjektivitat,

e “genau ein”: Seien my,mg € M mit f(mq) = f(m2) = n = my = ma wegen der
Injektivitét.

(ii) = (iii): Angenommen, zu jedem n € N existiert genau ein m € M mit f(m) = n.

Zu zeigen: Es existiert genau eine Umkehrabbildung g mit go f = idy; und fog = idy.
o “existiert”: Wir definieren

g: N — M,

n — das eindeutig bestimmte m mit f(m) = n.

Dann gilt einerseits fiir m € M: (go f)(m) = g(f(m)) = m, d.h. go f = idyy,
andererseits fiir n € N: (fog)(n) = f(g(n)) =n, d.h. fog=idy.



e “genau eine”: Seien g1,g2 : N = M mit fogy = fogs=idyund g1of = goo f =
idpr. Zu zeigen: g1 = go.
Nach Lemma 1.18 ist g1 o (f 0 g2) = (g1 © f) o g2. Damit gilt

gro(foge)=g1oidy = g1
|

(g1of)ogs=ridy o g2 = go, d.h. g1 = go.

(iii) = (i): Wir setzen (iii) voraus. Zu zeigen: f ist bijektiv.

e "injektiv”: Seien my, mg € M mit f(my) = f(ma).
FH(f(m) = f7H(f(m2))
(f~ o f)(ma) = (F7" o f)(m2)

|

idys

=
=

= mi = mo.

e "surjektiv’: Sein € N = idy(n) =n = (fofH)(n)=n = f(f1(n) =n.
Mit m = f~1(n) ist dann f(m) = n.

[Bemerkung: Wir haben hier fiir die Implikation (iii) = (i) nicht die Eindeutigkeit von

g verwendet und damit eine etwas stéirkere Aussage bewiesen.] O

Beispiel 1.20. f : [0,00) — [0,00), z +— 22, ist bijektiv (siehe oben). Die Umkehrabbil-
dung f~1 ist gegeben durch f=1[0,00) — [0,00), = — /7.

Definition 1.21. Seien M, N Mengen, f : M — N eine Abbildung, A C M, B C N.
o f(A):={f(a)la € A} C N heifit Bild von A (unter f).
e f71(B):={me M| f(m) € B} C M heifit Urbild von B (unter f).

Bemerkung. Die Notation f(A) bzw. f~1(B) ist zwar diblich, aber nicht unbedingt
gliicklich, weil einerseits f dabei quasi zu einer Abbildung auf Teilmengen von M “er-
weitert” wird, andererseits eine Bezeichnungskollision mit der inversen Abbildung f~*
besteht. Das Urbild ist immer definiert, auch dann, wenn die Abbildung f nicht bijektiv
ist und die inverse Abbildung nicht existiert. Falls f aber invertierbar ist mit inverser

Abbildung f~1, dann gilt f~1({n}) ={f~t(n)}, n € N.



1.3 Aquivalenzrelationen

Mitunter ist es zweckméflg, Relationen zwischen zwei Elementen mq, mo einer Menge M

zu studieren. Notation: mi ~ mao.

Beispiel 1.22.
(i) M Menge der Freiburger Mathe-Studenten, my ~ mg <= my kennt ma.
(ii)) M =R, my ~mgy = mp < ma.

(iii) M =R?, z,y € M, wobei v = (v1,22), y = (y1,y2). T~y = 23 + 23 =12 + 3.
Man kann eine Relation beschreiben durch ihren Graphen R C M x M, wobei

(mi,mz) € R & my ~ ma. (1.1)

Entsprechend kann man eine Relation defnieren durch eine Teilmenge R von M x M
und das Zeichen ~ durch (1.1).

Definition 1.23. Eine Relation ~ auf einer Menge M heifit Aquivalenzrelation, wenn

fiir beliebige my1, mo, ms € M gilt:

(i) my ~my (Reflexivitdt)
(i) m1 ~ ma = mg ~ my (Symmetrie)
(iii) my1 ~ mg und mg ~ mg = my ~ m3 (Transitivitdt).

Die Relation aus Beispiel 1.22 (iii) definiert eine Aquivalenzrelation, (i) und (ii) jedoch
nicht.

Definition 1.24. Ist eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M gegeben, so heifit

eine Teilmenge A C M Aquivalenzklasse (beziiglich ~ ), falls gilt:

.« A#0;
emn€EA=mn~n;
emcA neM,m~n=néecA.

Lemma 1.25. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, so gehort jedes Ele-
ment a € M zu genau einer Aquivalenzklasse. Insbesondere gilt fiir zwei beliebige A qui-
valenzklassen A, A’ entweder A = A" oder AN A" = (.



Beweis. Fiir a € M sei A C M definiert als A := {m € M|m ~ a}. Wir zeigen, dass A
eine Aquivalenzklasse ist, die a enthélt. Wegen a ~ a ist a € A = A # (). Sind m,n € A,
also m ~ a und n ~ a, so folgt m ~ n nach Definition 1.23 (ii) und (iii). Ist m € A,
n € M und m ~ n, so ist wegen m ~ a auch n ~ a nach Definition 1.23 (ii) und (iii).

Aber dann gilt n € A. Damit ist A eine Aquivalenzklasse, die a enthélt.

Es bleibt der Nachweis, dass fiir zwei beliebige Aquivalenzklassen A, A’ entweder A =
A" oder AN A" = () gilt. Angenommen, AN A" # Q) und a € AN A'. Ist m € A, so ist
m ~ a und wegen a € A" auch m € A’ = A C A’. Genauso zeigt man A" C A, woraus
A = A’ folgt. O

Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M liefert also eine Zerlegung von M in
disjunkte Aquivalenzklassen. Diese Aquivalenzklassen kann man nun als Elemente einer

neuen Menge auffassen.

Definition 1.26. Sei M eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation darauf. Die Menge der

Aquivalenzklassen (beziiglich ~) heifit Quotientenmenge von M nach der Aquivalenz-

relation ~ und wird mit M/~ bezeichnel.

Indem man jedem Element a € M diejenige Aquivalenzklasse A, zuordnet, in der es
enthalten ist, erhélt man eine kanonische Abbildung M — M/~ a +— A,. Das Urbild
der einelementigen Menge {A} fiir ein Element A aus M/~ ist wieder A, aber diesmal

aufgefasst als Teilmenge von M. Jedes a € A heiBit Reprisentant der Aquivalenzklasse A.

Beispiel 1.27. Wir betrachten noch einmal R? mit der Aquivalenzrelation ~ aus Bei-
spiel 1.22 (iii). Die Aquivalenzklassen sind konzentrische Kreislinien um (0,0) (die
Aquivalenzklasse {(0,0)} wird dabei als Kreislinie mit Radius Null aufgefasst).

2 Algebraische Grundbegriffe

2.1 Gruppen und Gruppenhomomorphismen

Definition 2.1. Sei M eine Menge. Fine (innere) Verknipfung auf M ist eine Abbildung
x: M x M — M, (a,b) — ax*b.

Beispiele 2.2.

+:RxR—R, (a,b) —a+b,
- RxR—=R, (a,b) —a-b.



Definition 2.3. FEine Gruppe (G, x) besteht aus einer Menge G und einer Verkniipfung
x: G xG— G, (a,b) — axb, mit folgenden FEigenschaften:

(i) Die Verkniipfung * ist assoziativ, d.h. a * (b*c) = (a*b) x ¢ fir alle a,b,c € G.

(ii) Es existiert ein neutrales Element e € G, d.h. ein Element e € G mit exa = axe = a
fiir alle a € G.

(11i) Fiir jedes a € G existiert ein inverses Element o', d.h. ein Element o’ € G mit

adxa=axd =e.
Die Gruppe heifit abelsch (oder kommutativ), wenn fir alle a,b € G gilt a xb = bx* a.
Lemma 2.4. Sei (G, x) eine Gruppe. Dann gilt:
(i) Es gibt genau ein neutrales Element in G.
(ii) Fiir jedes a € G gibt es ein eindeutig bestimmtes inverses Element.

Beweis. (i) Die Existenz folgt aus der Definition der Gruppe. Eindeutigkeit: Sind e und

¢ neutrale Elemente von G, dann folgt e = e * € = € aus Definition 2.3 (ii).

(ii) Die Existenz folgt aus der Definition der Gruppe. Eindeutigkeit: Seien b € G und
b € G inverse Elemente zu a € G. Dann gilt

2.3(4) B(idi) 7 2.3(1)

P oy L (bxa)*b 2.3(ii5) ~  2.3(id)

bx(axb) ="bxe = b O

Bemerkung 2.5 (Quantoren). Vor allem in Beweisen, aber oft auch in Formulierungen

von Aussagen, verwendet man die Quantoren ¥ (“fir alle”), 3 (“es existiert”), 3! (“es

gibt genau ein”) - haufig in Verbindung mit einem “:”.

Beispielsweise:
e Assoziativitit Gruppe: Va,b,c € G: ax (bxc) = (a*b) xc
e inverses Element: Va € G 3'ad’ € G mit @’ xa =a*ad =e.
Beispiele 2.6.

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe:
— Assoziativgesetz: a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ Va,b,c e R
— neutrales Element: e =0, denna+0=0+a=aVa€eR
— inverses Element: a + (—a) = (—a) +a=0Va € R

— Kommutativgesetz: a +b=b+a Va,b € R.

10



(ii) (R\ {0},-) ist eine abelsche Gruppe
— Assoziativgesetz: a - (b-¢) = (a-b) - ¢ Va,b,c € R\ {0}

neutrales Element: e =1, denna-1=1-a=aVa € R\ {0}

inverses Element: a-a ' =a"'-a=1VaecR\ {0}

— Kommutativgesetz: a-b=15b-a Ya,b e R\ {0}.
Lemma 2.7. (R,-) ist keine Gruppe.

Beweis. Angenommen, (R,-) sei eine Gruppe. Dann wire 1 das neutrale Element, da
a-1=1-a=aVa € R. Sei nun n’ das inverse Element zu 0, dann folgt n’ - 0 =
0-n' = 1. Das ist aber falsch, d.h. wir erhalten einen Widerspruch. Deshalb ist (R, )
keine Gruppe. O

Bemerkung 2.8 (Widerspruchsbeweis). Wir haben hier einen Widerspruchsbeweis ge-

fithrt. Dabei nehmen wir an, dass eine zu beweisende Aussage falsch ist und zeigen, dass
das zu einem Widerspruch fihrt. Hat man den Widerspruch hergeleitet, verwendet man

héiufig das Symbol 4.

Bemerkung 2.9 (Negation von Aussagen mit Quantoren). Aussagen mit Quantoren

sind manchmal von der Form
Vo Jy : Aussage A(z,y) gilt.
Die Negation dieser Aussage ist:
Jx Yy : Aussage A(x,y) gilt nicht.

Beispiel (inverses Element bei der Gruppe). Sei G eine Menge und x : G x G — G eine
Verkniipfung mit neutralem Element e € G. (iii) aus Definition 2.3 bedeutet

YVacG3d €eG: dxa=ce

Die Negation ist
JaeGVd €G: dxa#e.

Genau das haben wir in Lemma 2.7 fir (G, ) = (R, -) gezeigt.

Analog ist die Negation von
Jx Vy : Aussage A(z,y) gilt.

Vo Jy : Aussage A(z,y) gilt nicht.

11



Lemma 2.10 (Kiirzungsregel). Sei (G,x) eine Gruppe, a,b,c € G. Gilt axb = a * ¢

oder bxa = c*a, so folgt b= c.

Beweis. Gelte axb=a *c.

= a x (axb)=a x(ax*c)
= (@ *a)xb=(a"*a)*c
—e
= b=c
Die Aussage fiir b *x a = ¢ * a folgt analog. O

Lemma und Definition 2.11 (Symmetrische Gruppe). Sei M eine Menge und
S(M):={f: M — M| f ist bijektiv}.

(i) Dann gilt: (S(M), o) ist eine Gruppe, die sogenannte symmetrische Gruppe.

(i1) Ist M ={1,...,n}, so heifst

symmetrische Gruppe auf n Ziffern. Die Elemente von S, heiflen Permutationen
und werden mit ™ bezeichnet (d.h. m:{1,...,n} = {1,...,n}).

Beweis von (i). Die Verkniipfung o ist als Abbildung von S(M) x S(M) nach S(M)
wohldefiniert, denn die Komposition bijektiver Abbildungen ist wieder bijektiv. Zudem
gilt fiir f, g, h € S(M) das Assoziativgesetz fo(goh) = (fog)oh nach Lemma 1.18; wegen
idypo f = foidy = fVfeS(M)ist idy neutrales Element und fiir jedes f € S(M)
ist die zugehorige Umkehrabbildung f~! inverses Element: fo f~! = f~lo f =idy. O

Bemerkung 2.12. (i) Die Gruppe (S(M);0) ist in der Regel nicht abelsch, da die
Verkniipfung f o g nicht kommutativ ist.

(i) Der Begriff “wohldefiniert” wird bei der Definition einer Abbildung f : M — N
verwendet und bedeutet, dass die Zuordnung m +— f(m) eindeutig ist und alle

Funktionswerte f(m) im Wertebereich N der Abbildung liegen.

(i1i) Die Elemente m € Sy, kann man in der Form

schreiben (Permutationsschreibweise).

12



Beispiele.

Es gilt

N
(U —
N NW N
— N W
~
o
/
w
NN W N
N W o= W
~_—

w
N——

O
VN
—_ = Ja—
W N NN

d.h. (Ss3,0) ist nicht abelsch.

Bemerkung 2.13 (Zyklenschreibweise von S,).

Setzen! =go---orundn I =g to---on ! Seime{l,...,n} fest. Es gilt
—_— —_—
Jj—mal j—mal

{W(m),WQ(m),ﬂg(m), . pcd{1,.. n}
= 34,5,i # j, mit 7*(m) = 7/ (m). Sei OF (“ohne Einschrinkung”) i > j.

= a(n'(m)) =77 () (m)) =m
N—_———
=77 (m)
Sei nun k € N die kleineste natiirliche Zahl mit 7% (m) = m. Wir stellen die Elemente

m,w(m),..., 7™ (m) in einem Zyklus dar:
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Die Elemente in einem Zyklus sind alle unterschiedlich (sonst wire obiges k nicht das
Eleinste k € N mit 7¢(m) = m).

1 23 45 6 7
m =
541 2 6 3 7

=(156 3)(2 4)(7)

Beispiel:

Die Elemente, die auf sich selbst abgebildet werden, ldsst man dann noch weg und erhdlt
T=(15 6 3)(2 4).

Konvention: id = ().

Beispiel.

2 3

1 3 )’

2 3 1 2 3
1 2/)°\3 21

13 2),(1 3)}

3 1
2 7\ 2
3 1
1)\ 3
3),(

Wir zeigen noch (mithilfe eines Widerspruchsbeweises), dass die Zyklen disjunkt sind:

={(),(2 3)(1 2)(1 2

Angenommen, die Zyklen sind nicht disjunkt.

= 3dm ¢ {m,..., 7 1(m)} und 34,5 € N mit 7°(m) = 7/ (m).

= 7 (7'(m)) = 7" (m). = m ist Element des Zyklus’ von m. 4
—_———

=m

Der letzte Schluss gilt auch, wenn j—i < 0ist, da 7~ (m) = 7#*~1(m) (mit 7~ (m), 772(m),

... durchlduft man den Zyklus riickwérts).

Definition 2.14 (Gruppenhomomorphismus). Seien (G, *), (H,®) Gruppen. Eine Ab-
bildung ¢ : G — H heifst Gruppenhomomorphismus, wenn fiir alle a,b € G gilt

p(axb) = p(a) ® (b).

Ein Gruppenhomomorphismus heifit Gruppenisomorphismus, wenn er bijektiv ist.

Wir verwenden nachfolgend die Bezeichnung R~ := {z € R|z > 0} = (0, c0).

Beispiele 2.15. (i) ¢ : Z — Z, a — 2a, ist ein Gruppenhomomorphismus von (Z,+)
nach (Z,4+), denn p(a +b) = 2(a+b) = 2a + 2b = p(a) + ¢(b) Va,b € Z. ¢ ist
aber kein Gruppenisomorphismus, denn ¢ ist nicht surjektiv (1 & o(Z)).
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(ii)) ¢ : Z — 7, a— a+ 1, ist kein Gruppenhomomorphismus von (Z,+) nach (Z,+),
denn ¢(2) =3 # p(1) + ¢(1) = 4.

(iii) ¢ : R — Rsg, © — €%, ist ein Gruppenisomorphismus von (R,+) nach (Rso,-).
Denn einerseits gilt ¢p(x +y) = e* Y = e¥-e¥ = ¢(z) - d(y) Vz,y € R, andererseits
ist p : R — Ry g bijektiv.

Lemma und Definition 2.16. Seien (G,x*) und (H,®) Gruppen mit neutralen Ele-
menten eq € G bzw. eg € H sowie p : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann

gilt:
(i) ¢(ec) = en.
(ii) Fiir alle a € G ist p(a') = ¢(a)’.

1

(iii) Ist ¢ ein Gruppenisomorphismus, dann ist auch ¢~ : H — G ein Gruppeniso-

morphismus.

(G,*) und (H,®) heiffen isomorph ((G,*) = (H,®)), wenn es einen Gruppenisomor-
phismus ¢ : G — H gibt.

Lemma 2.10
= e = pleq).

Beweis. (i) eg®p(eq) = ¢leq) = pleg*xeq) = pleq) ® p(eq)
(i) Es gilt p(a) ® p(a') = pla*xd') = ¢(eq) @ e, analog p(a’) ® p(a) = ey.

/

= p(a') = p(a)".

(iii) ¢ ist bijektiv, d.h. =1 existiert und ist ebenfalls bijektiv. Zu zeigen: ! ist Grup-
penhomomorphismus.
Seien ¢,d € H. Dann gilt
e ewd) = (ol @) @ p(v ()
=p ! ((p((p_l(c) * go_l(d))) (da ¢ Gruppenhomomorphismus ist)
=9 He)x o (). O

Bemerkung. Insbesondere gilt (R,+) = (R0, ) nach Beispiel 2.15 (iii).
Definition 2.17 (Untergruppe). Sei (G,x*) eine Gruppe und G' C G eine nichtleere
Teilmenge. (G',*) heifit Untergruppe von (G,x*), wenn (G',*) selbst eine Gruppe ist.

In jeder Gruppe (G, x*) bildet die einelementige Teilmenge, die nur aus dem neutra-
len Element besteht, mit * eine Untergruppe. Wir nennen sie die triviale Untergruppe.

Ebenso ist natiirlich die ganze Gruppe stets eine Untergruppe von sich selber.

Bemerkung 2.18. Ist (G, x) eine Gruppe und G' C G eine nichtleere Teilmenge, so
ist (G',*) genau dann eine Untergruppe von (G,x*), wenn fiir beliebige a,b € G' auch
axb € G sowie a' € G' gilt (Ubungsblatt 4, Aufgabe 1 (i)).
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2.2 Ringe und Korper

Kurze Ubersicht. Ringe und Kérper sind Mengen mit zwei Verkniipfungen — einer
Addition mit Gruppenstruktur und einer Multiplikation. Dabei gibt es im Ring bei der
Multiplikation nicht zwangslidufig ein inverses Element der Multiplikation (wie in Z, wo
371 =1/3 ¢ Z), wihrend beim Korper (K \ {0},-), d.h. die Menge K ohne das neutrale

Element 0 der Addition zusammen mit der Multiplikation, auch eine Gruppe ist.

Definition 2.19 (Ring). Ein Ring ist ein Tripel (R,+,-) bestehend aus einer Menge R

und zwei Verkniipfungen 4+ und -,

+:RxR—R, (a,b) —»a+b “Addition”
-:RXxR—= R, (a,b) —»a-b “Multiplikation”,

welche den folgenden drei Bedingungen gentigen:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element der Addition wird mit 0 =

Op bezeichnet. Das inverse Element der Addition zu a wird mit —a bezeichnet.

(ii) Die Multiplikation ist assoziativ, d.h. fir alle a,b,c € R gilt

(a-b)-c=a-(b-c).

(iii) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fir alle a,b,c € R gelten

a-(b+c)=a-b+a-c und
(b+c)-a=b-a+c-a.

Ein Ring heifst kommutativ, wenn a-b = b-a fir alle a,b € R. Ein Ring mit Einselement

st ein Ring, in dem ein Element 1 = 1 existiert mit lg-a =a-1g = a fiir alle a € R.
Ohne Klammerung gilt die Konvention “” vor “+”.

Bemerkung. Ist aus dem Zusammenhang klar, welche Verkniipfungen gemeint sind,
werden diese bei der Angabe von Gruppen oder Ringen oft weggelassen. Man schreibt

dann bspw. kurz “Sei R ein Ring.” statt “Sei (R,+,-) ein Ring.”.
Lemma 2.20. Sei (R,+,-) ein Ring. Dann gilt:
(i) 0-a=a-0=0 fir alle a € R und

(ii) a-(=b) = —a-b=(—a)-b fir alle a,b € R.
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Beweis. (i) Da 0 das neutrale Element der Ringaddition ist, gilt

0-a+0=0-a=(0+0-a " 270.a40.q 2210 g_q.q

(ii) Da —a das Inverse der Ringaddition zu a ist, gilt

Lemma 2.20(i) 2.19(ii)

0 0-b=(a+(-a)-b"="a-b+(-a)-b = —a-b=(—a)-b.

Analog zeigt man —a -b = a - (-D). O

Beispiel 2.21. (Z,+, -) ist ein kommutativer Ring mit Finselement. Ebenso sind (Q, +, -)
und (R, +,-) kommutative Ringe mit Einselement. In Q\ {0} und R\ {0} g¢ibt es dariiber-

hinaus auch jeweils das inverse Element der Multiplikation (— Korper (s.u.)).

Restklassenringe. Wir wollen jetzt noch ein weiteres Beispiel diskutieren: Sei m € N
beliebig. Zu jedem a € Z gibt es dann bekanntlich eindeutig bestimmte ganze Zahlen ¢

und 7 mit

a=qgm+r und 0<r<m (Ubungsblatt 4, Aufgabe 3).
Setze 1y, (a) :=r (Rest von a bei Division durch m). Sei F,, :={0,1,2,...,m —1}. Wir

definieren eine Addition +,, sowie eine Multiplikation -, auf F, durch

a+mb:=rp(a+b) (2.1)
amb:=rpa-b). (2.2)

Lemma 2.22. (i) Es gelten folgende Rechenregeln. Fir a,b € F, ist

rm(a+0) = rm(rm(a) +b) = ri(a + 1 (b)) = ri(rm(a) + (b))
rm(a-b) = rm(rm(a) - b) = rm(a - rm(b) = rm(rm(a) - rm(b)).

(ii) (Fin,+m, m) ist ein kommutativer Ring mit Einselement. Er wird als Restklassen-

ring modulo m bezeichnet.

Beweis. Ubungsblatt 4, Aufgabe 2. O

Definition 2.23. Sei (R,+,-) ein Ring. Er heifit nullteilerfrei, wenn fir alle a,b € R
gilt: Aus a-b=0g folgt a = 0r oder b = 0g.

Satz 2.24. Seim € N, m > 1. Dann sind dquivalent:

(i) (Fin,~+m, m) ist nullteilerfrei.

(i) m ist eine Primzahl.
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Beweis. (i) = (ii): Wir zeigen die Umkehrung —(ii) = —(i) (dies ist dquivalent zur Im-

plikation (i) = (ii) — ein sogenannter indirekter Beweis). Sei m keine Primzahl. Dann

gibt es a,b € Nmit 1 < a, b <m und m = a-b. Es folgt a -, b = ri(a-b) = rp(m) =0,
d.h. F,, ist nicht nullteilerfrei.

(ii) = (i): Seien m eine Primzahl und a,b € F,, mit @ -, b = 0. Zz: a = 0 oder b = 0.

m Primzahl
=

Wegen @+, b =1, (a-b) =0 gibt es ein ¢ € Z mit a-b=q-m. m teilt a oder

m teilt b. a’b:<>m a =0 oder b =0. O

Definition 2.25 (Kérper). Ein Korper ist ein kommutativer Ring (K,+,-) mit Eins-
element, in dem zusditzlich gilt: (K \ {Ox},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem
Element 1x. Damit besitzt jedes von Ok veschiedene Element a € K ein Inverses bzgl.

“© o

der Verkniipfung “7”, welches wir mit a=* (oder auch 1/a) bezeichnen.

Bemerkung. Per definitionem gilt O # 1k .
Beispiele 2.26. (i) (Q,+,) und (R, +,-) sind Korper.

(ii) (Z,+,-) ist kein Korper, da es zu a ¢ {—1,1} kein inverses Element der Multipli-
kation gibt.

Satz 2.27. Sei K ein Kéorper. Dann ist K nullteilerfrei.

Beweis (durch Widerspruch). Angenommen, K ist nicht nullteilerfrei.

Dann gibt es a,b € K mit a 20, b# 0 und a - b = 0.

= Ja 'mita-a'=1und Ib" ' mit b- b~ = 1.

= g beq L.l ROMMAVIEL 1yl =11 =1 4

~~ )
=0
O

Satz 2.28. Sei (Fyy, +m, -m) wie oben der Restklassenring modulo m. F,, ist genau dann

ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis.

. . .. Satz 2.27 . . . Satz 2.24 . . .
“=": Sei F, ein Korper. YL B, ist nullteilerfrei. "= m st eine Primzahl.

“«<": Sei nun m eine Primzahl.

Lemma 2.22
und Satz 2.24

= F,, ist nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Einselement.
Zz: F,, ist ein Korper. Dafiir fehlt nur die Existenz des Inversen a=! zu a # 0.

Sei nun a € F,,, \ {0}. Betrachte die Abbildung

F,, — F,

T T a.

18



Die Abbildung ist injektiv, da aus x -, a = y -, a folgt, dass (z —y) - @ = 0 (nach
dem Distributivgesetz und Lemma 2.20 (ii)) und somit wegen der Nullteilerfreiheit
x—y = 0, dh. z = y. Damit sind die Elemente 0 -, a,...,(m — 1) -, a alle
verschieden. Da F),, nur m Elemente enthélt, ist die Abbildung folglich surjektiv

und es existiert insbesondere ein xz € F},, mit x -, a = 1.
O

Bemerkung 2.29. In unserem Beispiel besteht F,, aus den Zahlen {0,1,...,m — 1}
und +p, sowie -, sind Verkniipfungen darauf. Der sogenannte Restklassenring F, wird
aber hiufig anders eingefihrt. Und zwar definiert man auf Z die Aquivalenzrelation ~y,
durch

T o Y () = T (y).

Die m-elementige Quotientenmenge 7/ ~,, wird mit Z/mZ bezeichnet; ihre Elemente
— die Aquivalenzklassen — sind Teilmengen ganzer Zahlen, die jeweils bei Division mit
m denselben Rest besitzen. D.h. zwei Zahlen x,y € 7Z liegen genaw dann in derselben
Aquivalenzklasse, wenn ihre Differenz x —y durch m teilbar ist. Auf der Quotientenmen-
ge L/ ~p, definiert man nun die Verkniipfungen + und - von Aquivalenzklassen mithilfe
ihrer Reprdisentanten durch +,, aus (2.1) und -, aus (2.2) (wobei hier die Wohldefi-
niertheit zu prifen ist!) — Ubungsblatt 4, Aufgabe 2. Da aber die m Elemente von Fy,
gerade Reprdsentanten der m verschiedenen Aquivalenzklassen von L]~ sind, gelten
alle obigen Ergebnisse fiir F,, entsprechend dann auch fir Z/mZ. Fir eine Primzahl p
ist Z/pZ nach Satz 2.28 ein Kérper und heifft Primkdrper der Charakteristik p.

2.2.1 Der Korper C der komplexen Zahlen

In R kann man Wurzeln aus allen positiven Zahlen ziehen, nicht jedoch aus negativen.

Das bringt die Idee auf, die reellen Zahlen zu erweitern.

Definition 2.30. Die komplexen Zahlen sind definiert als C = R? mit den Verkniipfungen

(a,b) + (¢,d) == (a+¢c,b+d) und (2.3)
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc) (2.4)

fiir alle a,b,c,d € R.
Satz 2.31. C bildet mit der Addition (2.3) und der Multiplikation (2.4) einen Kérper.

Beweis. Dass (C,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (0, 0) ist, ist klar. Dass
C\{(0,0)} eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation ist, wurde auf Ubungsblatt

3, Aufgabe 1c) gezeigt. Die Distributivgesetze rechnet man unmittelbar nach. O
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Das neutrale Element der Addition ist Oc = (0,0), das neutrale Element der Multipli-
kation 1c = (1,0). Fiir (a,b) ist das additive Inverse —(a, b) = (—a, —b), fiir (a,b) # Oc

das multiplikative Inverse

1 a —b
(a,0) _<a2+b2’a2+b2)‘

Die Abbildung R — C, a + (a,0), definiert einen Korperhomomorphismus (Ubungs-
blatt 4, Aufgabe 4). Wir koénnen folglich R mit komplexen Zahlen identifizieren, deren
zweite Komponente gleich Null ist. Definieren wir schliefllich i = (0,1) (die sogenannte
imaginére Einheit), erhalten wir die Darstellung (a,b) = (a,0) +b- (0,1) = a + bi fiir
alle a,b € R. Insbesondere kénnen wir damit 0 und 1 fiir Oc und 1¢ schreiben. Fiir die
imaginiire Einheit 4 gilt i2 = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1¢c = —1, d.h. —1 besitzt nun

eine Wurzel in C.

2.2.2 Der Polynomring R[t]

Sei R ein Ring und t eine sogenannte Unbestimmte. Unter einem Polynom iiber R in

der Unbestimmten ¢ versteht man einen Ausdruck der Form
Pit)=ay+ai-t+---+a, t"

mit ag,...,a, € Rund n € Ny. Dabei kann als Unbestimmte ¢ all das eingesetzt werden,
fiir was die rechte Seite sinnvoll ist (insbesondere miissen Vielfache und Potenzen defi-
niert sein). ag, ay, . . . , a, heiflen Koeffizienten des Polynoms. Die Menge dieser Polynome
wird mit R[t] bezeichnet. Oft ldsst man bei einem Polynom die Angabe der Unbestimm-
ten weg und schreibt kurz P. Sind alle Koeffizienten des Polynoms gleich Null, nennt

man es Nullpolynom (P = 0). Der Grad des Polynoms P wird definiert als

00 falls P =0,
deg(P) :=
max{v € Ng|a, # 0}  sonst,

wobei die Festlegung fiir den Grad des Nullpolynoms in der Literatur nicht einheitlich
ist. Natiirlich kann man fiir die Unbestimmte ¢ ein Element von R selbst einsetzen. Ist
A € R, soist auch P(\) = ap+aj-A+---+a,- A" € R. Damit erhélt man eine Abbildung

P: R—>R
A= P(A).

Warum man zwischen P und P so penibel unterscheidet, demonstriert folgendes Beispiel.

Beispiel 2.32. Sei Fy = {0,1} der Restklassenring modulo 2 und P(t) = 1-pt-+m 1 t2.
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Dann gelten

P(0) = 047 0, 0 22X 0 0 = 0,

Ply=1+p1p1=14,1=0.

Damit ist zwar P die Nullabbildung, d.h. P(x) = 0 Ya € Fy, aber P ist nicht das
Nullpolynom, d.h. P # 0.

Auf R[t] kann man nun zwei Verkniipfungen, eine Addition und eine Multiplikation,
einfiihren. Um die Notation zu vereinfachen, verwenden wir auch fiir die Polynomring-

Addition und -Multiplikation die Zeichen + und -. Seien
Pt)=ap+ay-t+ - +ap-t" und Q(t)=byp+by-t+--++bpy - t"

zwei Elemente aus R[t]. Ohne Einschrinkung gelte fiir die nachfolgenden Definitionen
m = n (andernfalls ergénzen wir by, 41 =---=b, =0fallsm <nund ap41 =...a;, =0

falls m > n). Wir definieren

P(t) + Q(t) := (a0 +bo) + (a1 +b1) -t + - + (an + by) - t"
P()-Q(t):=co+cr-t+ - +cmpn "7 mit = > a;i-b;
1,j€{0,...,n}:
itj=k

Satz und Definition 2.33. Sei R ein Ring. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) (R[t],+,) ist ein Ring; er heifit Polynomring iber R.

(ii) Ist R kommutativ, so auch R[t].

(i1i) Ist R nullteilerfrei, so gilt deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q).
(Hier gilt die Konvention n+ oo =00+ m = 00+ 00 = oo Vm,n € Ny.)

Beweis. Ubungsblatt 5, Aufgabe 1. O

In Analogie zur Division mit Rest bei ganzen Zahlen verfiahrt man beim Polynomring

K|t] iiber einem Korper K.

Satz 2.34. Seien K ein Kérper und K|t| der Polynomring iber K. Dann gibt es zu
P,Q € K|t] eindeutig bestimmte Polynome q,r € K|t| mit folgenden Eigenschaften:

(i) P=Q - q+r sowie

(11) deg(r) < deg(Q), falls r # 0.
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Beweis. Eindeutigkeit: Seien ¢,r, ¢, € K[t] mit

P=Q qg+r unddeg(r) < deg(Q), falls r # 0
P=Q ¢ +r" unddeg(r') < deg(Q), falls r’ # 0.

Dann gilt nach Lemma 2.20 (ii) und dem Distributivgesetz @ - (¢+ (—¢')) = (v’ + (—r)).
Sind r # 0 und 7’ # 0, folgt

deg(r' + (—r)) < max (deg(r), deg(—r")) < deg(Q) falls r # r'.
Aber g + (—¢') # 0 impliziert

deg(r' + (=) = deg(Q - (¢ + (—=¢'))) = deg(Q) + deg(q + (—¢')) > deg(Q),

was nicht sein kann, womit ¢ + (—¢’) = 0 und damit »' + (—r) = 0.

Sind » = 0 und ' # 0, ist einerseits deg(r’) < deg(Q), andererseits folgt wie oben
deg(r') > deg(Q), was unmdoglich ist, womit auch 7 = 0. Aber mit r = ' = 0 folgt aus
00 = deg(Q - (q+ (=¢)) = deg(Q) - deg(q + (—¢)) auch ¢ —¢' = 0.

Existenz: Existiert ein ¢ € K[t] mit P = @ - ¢, folgt die Aussage mit » = 0. Andernfalls
gilt P+ (—@Q - p) # 0 fiir alle Polynome p € K|[t], insbesondere deg(P + (—@Q - p)) > 0.
Wir wihlen nun ein ¢ € K[t] mit der Eigenschaft

deg(P+ (—Q - q)) < deg(P+ (—Q-p)) fiir alle p € K[t].

Mit r := P+ (—Q - ¢) gilt dann (i). Zu zeigen bleibt hierfiir (ii), was wir nachfolgend
durch Widerspruch beweisen. Angenommen, deg(r) > deg(Q). Ist

Q=by+by-t+-+by-t™ und r=co+ci-t+--+cp-th

mit b, # 0 und ¢ # 0 fiir £ > m, definieren wir p := q + l% -tF=™_ Aber dann folgt

r+<—Q~ [%t’ﬁ—m}) :P+(—Q-q+Q- [%-tk_m])zp+(—Q~p).

Darund Q-[* -t#=] denselben hochsten (von Null verschiedenen) Koeffizienten haben,

ergibt sich weiter
deg(r + ( -Q- [bci : tk_mD) < deg(r),
also deg(P + (—Q - p)) < deg(r). 4 O
Nach diesen Uberlegungen kommen wir nun zu einer wesentlichen Frage — némlich der

nach der Existenz von Nullstellen.
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Das niichste Lemma zeigt, dass man bei einem Polynom den Linearfaktor (¢ — \)

abspalten kann, wenn A eine Nullstelle ist.
Lemma 2.35. Ist A € K eine Nullstelle von P € K[t], P # 0, so existiert ein eindeutiges
Polynom Q € K|[t] mit

P=(t—)X)-Q und deg(Q)=deg(P)—1.

Beweis. Nach Satz 2.34 gibt es eindeutig bestimmte Q,r € K[t] mit P =(t —\)-Q +r
und deg(r) < deg(t — X\) =1 falls r # 0. Damit ist 7 = ap mit ap € K. Wegen P(\) =0
folgt

0= P(\) = (A=) Q) + a0 = ao,

dh.r=0und P = (t—\)-Q ist gezeigt. deg(Q) = deg(P) — 1 folgt dann aus

deg(P) = deg((t — A) - Q) = deg(t — \) + deg(Q) = 1 + deg(Q). O

Korollar 2.36. Seien K ein Kérper, P € K|[t] ein Polynom und k die Anzahl der
Nullstellen von P. Ist P # 0, so gilt k < deg(P).

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion nach dem Grad des

Polynoms.

Induktionsanfang: Ist deg(P) = 0, so ist P = ag # 0 ein konstantes Polynom. Dieses hat
aber keine Nullstelle, also ist die Behauptung korrekt.

Induktionsschritt: Sei die Aussage fiir Polynome @ € K[t] mit deg(Q) <n—1,n € N,
bereits bewiesen. Sei P € K[t] mit deg(P) = n. Besitzt P keine Nullstelle, so ist die
Behauptung richtig. Ist andernfalls A € K Nullstelle von P, so existiert nach Lemma
2.35Q € K[t mit P = (t—\)-Q und deg(Q) = n—1. Alle von X verschiedenen Nullstellen
von P miissen folglich auch welche von @) sein. Nach Induktionsannahme besitzt @) aber
hochstens n — 1 Nullstellen, womit k < (n — 1) + 1 = n ist. O

Uber dem Kérper K = R gibt es Polynome P mit deg(P) > 0, die keine Nullstelle

besitzen.

Beispiel 2.37. Sei K =R und P(t) =t + 1 firt € R, so ist P(t) > 1 fiir allet € R

und P besitzt insbesondere in R keine Nullstelle.
Uber dem Korper C gibt es ein solches Beispiel jedoch nicht.

Satz 2.38 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom P € C[t] mit deg(P) > 0 hat

mindestens eine Nullstelle.

Beweis. Spéter. O
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3 Vektorraume
Hier wird noch eine Zeichnung eingefiigt.

Definition 3.1. Sei K ein Korper. Eine Menge V' mit einer Addition
+:VxV =V (v,w)—v+w
und einer skalaren Multiplikation
K xV =V, (Av)—= A

heifst K-Vektorraum (K-VR), falls Folgendes gilt:

(i) (V) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element wird mit 0 = Oy, das zuv € V.

inverse Element mit —v bezeichnet.

(ii) Fiir die skalare Multiplikation gelten folgende Axiome: Fiir alle A\, € K und alle
v,weV gilt

A

_|_

Jov=XAv+p-v

—

vtw)=Av+Aw
)

(pev)=(N-p) v

= > >
(4 ~~

= .

Konventionen: “+7 vor “7, Av:= \-v.

Bemerkung. FEs ist wichtig, zwischen skalarer Multiplikation und Multiplikation in K

sowie zwischen Addition in V' und Addition in K zu unterscheiden.

Beispiele 3.2. (i) K Kérper, n € N, K" = {(z1,...,2,)| 21,...,2, € K} mit
Addition (x1,...,2n) + (Y1, Yn) = (1 + Y1, -+ - s Tn + Yn) und
Skalarmultiplikation X - (1, ..., 2n) = (A21,...,Azy)

ist ein Vektorraum iber K (der sog. Standard-Vektorraum). Es gelten 0 = (0,...,0)

und —(x1,...,2n) = (—21,...,—Tp).

[Die Aziome aus der obigen Definition muss man nachrechnen./

(ii) Seien M eine Menge und K ein Korper. Wir definieren

Abb(M, K) :={f| f ist eine Abbildung f: M — K}
={f: M — K} (Kurzschreibweise)
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V = Abb(M, K) wird mit folgenden Verknipfungen zu einem Vektorraum:

(f+9)(z):=f(z)+g(x) Ve e M (Addition)
AN f)x):=X- f(x) Ve e M (Skalarmultiplikation).

Bemerkung 3.3 (Notation). (i) Vektoren (die Elemente) eines Vektorraums V wer-
den oft besonders gekennzeichnet, bspw. mit einem Pfeil ¥ oder fett gedruckt v. Wir
verzichten auf weitere Kennzeichnungen und verwenden vor allem die Buchstaben

U, U, W.
(ii) Vektoren (vor allem) aus dem K™ werden oft als Spalten geschrieben, d.h.

z
anstelle der Zeilenform (xi,...,xy).

Ty,
Lemma 3.4. Sei K ein Korper, V ein K-VR. Dann gilt:
(i) O -v =0y Yo eV
(i) \-Oy =0y YA€ K
(ii) N-v=0 = A= 0g oder v=0y
(iv) (1) v=—-vVveV.
Beweis. (i) und (ii) folgen mit der Kiirzungsregel (Lemma 2.10), (iv) ist einfach. (iii):
Seien A € K,v € V mit A-v = 0. Ist A # O, so folgt v = 1-v = (A"A)-o = A"t (Av) =

AL Oy (g) Oy. ]

3.1 Untervektorrdaume und lineare Hiille

Definition 3.5. Seien K ein Kérper undV ein K -Vektorraum. W C V mit W # () heifit
Untervektorraum (kurz UVR) von V', falls W mit den eingeschrinkten Verkniipfungen

selbst ein Vektorraum ist.

Lemma 3.6. Eine Teilmenge W # () eines K-VRs V ist genau dann ein Untervektor-

raum von 'V, falls gilt:

(i) u,oeW = u+veWw
(d.h. W ist abgeschlossen unter der Addition)

(i) e K, weW = X-weW
(d.h. W ist abgeschlossen unter der skalaren Multiplikation).
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Beweis. “=": Ist W selbst ein K-VR, so gelten natiirlich die beiden Bedingungen (i)
und (ii).

“<”: Wir nehmen an, dass (i) und (ii) gelten. Fiir die Aussage “W ist K-VR” miissen

wir die Existenz des inversen Elements und des neutralen Elements der Addition zeigen:

Lemma 3.4(iv)

e SeiweW. = —w (—1) -w € W nach (ii).

e Sei w ein beliebiges Element aus W = —w € W = 0y = w + (—w) € W nach
(i). Oy ist aber auch das neutrale Element in W, da ja w + Oy = w. Oy + w = w
YweW.

Beispiele 3.7. Was sind Untervektorriume von V = R??
(i) W ={(0,0)},
(ii) W =V =R2?,

(iii) alle Geraden durch den Ursprung.

Beweis von (iii). Bis auf die senkrechte Gerade kann man alle Geraden durch den Ur-

sprung als Menge
W = {(z,mz)|x € R}
schreiben mit m € R. Hier gilt fiir alle v = (x, mz) und w = (y,my) € W:
(e, m) + (5, my) = (& + 4, m(z +)) € W sowie
A (z,mx) = (Az,m - (\z)) € W, womit nach Lemma 3.6 W UVR von R? ist.

Fiir die senkrechte Gerade durch den Ursprung {(0,y)|y € R} geht der Beweis analog.
O

Der nichste Satz sagt, dass R? neben diesen Beispielen keine weiteren Untervek-

torrdume besitzt.

Satz 3.8. Sei V. =R? und W C V mit W # 0. Dann ist W ein UVR von V genau
dann, wenn W = {(0,0}, W = R? oder W eine Gerade durch den Ursprung ist, d.h.
entweder W = {(z, Aox)|z € R} fir ein A\g € R oder W = {(0,y)|y € R}.

Beweis. “«<": Haben wir gezeigt.

“=7: Sei W ein anderer Vektorraum als W = {(0,0)}, W = R% oder W = {(0,y)|y € R}
und (w3, ws;) € W ein Punkt mit w] # 0. Ein solcher muss existieren, denn aufler {(0,0)}
bildet keine echte Teilmenge von {(0,y)|y € R} einen UVR. Setze A\g := w}/wj.

Wir zeigen: W = {(z, Aoz)| z € R}.
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“7: Sei z € R. .
w w * *
= (x, Aox) = (a:, w?m) = E(wl,wg) e W,
da W ein UVR ist.

“C”: Sei nun (w1, ws) ein beliebiges anderes Element aus W. Wir miissen zeigen, dass

(w1, we) auf der Geraden liegt, d.h., dass wa = Agwy gilt.

Widerspruchsbeweis:

Annahme: Gelte wy # Aow;. Wir zeigen, dass dann bereits W = R? gelten muss, d.h.,
dass dann jedes (21, z2) € R? in W liegt.

Sei dafiir (21, 22) € R? beliebig. Wir setzen

Ao21 — 22
a=————, und b=
’wl)\o—’wg

Wiz — W22
’wl)\o — W9

(der Nenner ist # 0 wegen wy # Agw;). Damit ist aber
(2’1, ZQ) =a- (w17w2) +b- (17 )‘0)7
—_————— ——
ew ew
also (21, 22) € W. 4 Somit gilt we = Aqw. a

Bemerkung 3.9. Die Frage “Wie kommt man auf obiges a und b?” ist fiir die Giiltigkeit
des Beweises nicht relevant — wohl aber fir das “Finden” des Beweises: Man muss dafiir

das Gleichungssystem
z1=awi +b
Zo = aws + bAg

mit a,b unbekannt bei bekannten wi,ws, 21,29 ldsen (z. Bsp. indem man b = z; — aw;

in die zweite Gleichung einsetzt).

Bemerkung 3.10. Fir Abbildungen f: R — R haben wir damit gezeigt:
{(z, f(z))|x € R} ist UVR von R? & f(z)= Xz fiir ein Ao € R.

Satz 3.11. Sei K ein Kirper, V ein K-VR, I eine Indezmenge und (W;);cs eine Familie
von Untervektorrdumen von V' (d.h. fiir jedes i € I ist W; ein UVR von V' ). Dann gilt

W= (\W;={w e V|weW, firalleic I}
el

ist ein UVR von V.

( “Beliebige Durchschnitte von Untervektorrdumen sind wieder Untervektorrdume”).
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Beweis. Oy € W, d.h. W # (). Wir weisen (i) und (ii) aus Lemma 3.6 nach.

(i) Seien v,w € W.
s>vweW; Viel
sut+tveW;Viel
=S v+weE€ NigtW; =W.

(i) Seien A € K, v e W.
=veW;Viel
= weW;Viel
= v € NigftW; =W, 0

Um die Notation weiter zu vereinfachen, lassen wir nachfolgend (wie gerade bereits

im Beweis) den Punkt - bei der Skalarmultiplikation meistens weg.

Beispiel 3.12. Die Vereinigung von UVRs ist im Allgemeinen kein UVR. Man betrachte
2.Bsp. K =R, V =R?

Wy = {(x1,22) € R2]x1 =2}

Wy = {(z1,22) € R?| 21 = 0}.
W1 und Wy sind UVRs. Aber Wy U Wy ist kein UVR, da bspw. (1,1) € Wp € W1 U W,
und (0,1) € Wy C Wy U Wy, aber (1,1) + (0,1) = (1,2) ¢ Wy U Wa.
Dass W1 U Wy kein UVR sein kann, folgt natiirlich auch bereits aus Satz 3.8.
Definition 3.13. Seien K ein Kérper und V ein K-VR.

(i) Seienr € N, vi,...,v, € V und ai,...,a, € K. Der Ausdruck
v =aiv1 + -+ apvr

heift Linearkombination von vy, ...,v.. Es gilt v € V.

(11) Ist M = {v1,...,v.} CV fir einr € N, so heifit
Lin(M) :={a1v1 + -+ + ayv,| ay,...,a, € K}

lineare Hiille von M.

(iii) Ist M C 'V beliebig, M # 0, so heifit

Lin(M):= | J Lin(L)
LCM:
L endlich

die lineare Hiille von M. Wir setzen Lin(()) = {0}.
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Bemerkung 3.14. Fliir unendliche Mengen M (d.h. Mengen M mit mehr als endlich
vielen Elementen) gilt damit:
v € Lin(M)

<~
3 endliche Teilmenge {vi,...,vs} C M und Jay,...,as € K mit v=ajv1 + -+ Asvs.

D.h. die lineare Hiille von unendlich vielen Vektoren besteht aus allen Linearkombina-

tionen von je endlich vielen.

Beispiele 3.15. (i) In Satz 3.8 haben wir die Gerade W = {(x, Aox)|x € R} betrach-
tet und dann im Beweis den Vektor (1, o) € W. Wegen (x, Aox) = (1, Xg) gilt
W = Lin({(1,2)}).

(ii) Im Beweis von Satz 3.8 wurde dann gezeigt, dass jeder beliebige Vektor (21, z2) € R?
als Linearkombination der beiden Vektoren (wi,w2) und (1, ) dargestellt werden

kann, d.h. dass gilt
Lin({(1, A), (w1, w2)}) = R

Voraussetzung war, dass (wi,ws) nicht auf der Geraden {(x,\ozx)|x € R} liegt
(wa # Aowt), d.h. dass (w1, ws) & Lin({(1, Xo)}).

(iii) Wegen (x1,22) = 21(1,0) + 22(0,1) Y1, 22 € R gilt Lin({(1,0), (0,1)}) = R?.

(iv) Im R™ gilt

(x1,...,zn) =21 (1,0,...,0) +22(0,1,0,...,0)+---+ 2, (0,...,0,1).
————

~~

=:e1 =:e2 =:en
Hier ist e; € R™ fiiri € {1,...,n} derjenige Vektor, dessen i-ter Eintrag eine 1 ist
und der sonst tiberall den Eintrag Null hat. eq, ..., e, heiflen die Einheitsvektoren

im R™. Damit ist R™ = Lin({eq1,...,en}).
Satz 3.16. Sei K ein Korper, V ein K-VR und M C V. Dann gilt:
(i) Lin(M) ist ein UVR von V.
(ii) Ist W ein UVR von V- mit M C W, dann gilt Lin(M) C W.
(iii) Es gilt

Lin(M) = N w

W UVR von V
mit MCV

d.h. Lin(M) ist der kleinste UVR von V, der alle Vektoren v aus M enthdlt.
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Beweis. (i) Heuristisch (und auch inhaltlich) ist der Beweis klar: Wenn man zwei Li-
nearkombinationen addiert bzw. mit einem Skalar multipliziert, erhélt man wieder eine

Linearkombination. Das Problem ist, den Beweis formal korrekt aufzuschreiben:

Wir wollen Lemma 3.6 verwenden, miissen also entsprechend die Voraussetzungen

tiberpriifen. Es gilt
e Lin(M) # 0.

e Seien uj,ug € Lin(M).
= Es existieren endliche Mengen L1, Ly C M mit u; € Lin(L;), i = 1, 2.
Mit L* = Ly U Lg gilt uj.ug € Lin(L*). Sei nun L* = {vy,...,v,} fiir ein r € N.

= u; =a1v; + -+ opv, mit a; € K
uy = i1 + -+ - + Bruy mit B € K

= uy +ug = (a1 + B1)v1 + - -+ + (o + Bn)vn € Lin(L*) C Lin(M).
e Seien A € K, u € Lin(M), d.h. es existiert eine endliche Menge L = {v1,...,v,},
L C M, mitu=aqjv1+ -+ apv, fir aq,...,a, € K.
= Au = (Aag)v1 + - -+ + (Aoy)v, € Lin(L) C Lin(M).
(ii) Sei W C V ein UVR mit M C W. Es gilt

Lin(M)= | J Lin(L),

LCM:
L endlich

d.h. wir miissen zeigen: Lin(L) C W fiir alle endlichen Teilmengen L von M. Aber fiir
endliches L = {vy,...,v,} ist

Lin(L) = {aqv1 + - - + apvp|ag, ..., € K} € W,

da W Vektorraum ist und allev; e LC M CW,i=1,...,r.

(iii) Nach (i) ist Lin(M) ein UVR von V und damit einer der UVRs, iiber die der
Durchschnitt gebildet wird, also

(1 W cLin(M).
W UVR von V/

mit MCV
Andererseits folgt fir alle M C W nach (ii) auch Lin(M) C W, womit

Lin(M) C n w

W UVR von V
mit MCV

30



Wir wollen abschlielend noch einige Eigenschaften der linearen Hiille festhalten.

Lemma 3.17. Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum, M C V. Dann gelten folgende

Aussagen:
(i) M C Lin(M).
(ii) M Cc M' CV = Lin(M) C Lin(M’).
(i1i) M = Lin(M) < M ist UVR von V.
(iv) Lin(Lin(M)) = Lin(M).
Beweis. (i) folgt unmittelbar aus der Definition der linearen Hiille.

(i) M ¢ M' = M C Lin(M’). Lin(M’) ist damit einer der UVRs W in der Darstellung

Lin(M)= (| W

W UVR von V'
mit MCV

aus Satz 3.16 (iii). = Lin(M) C Lin(M’).

(iii) “=": Klar. “<”: Da M ein UVR ist, ist er einer der Ws im Durchschnitt aus
Satz 3.16 (iii). = M = Lin(M).

(iv) Es gilt Lin(M) C Lin(Lin(M)). Aulerdem ist Lin(M) einer der Vektorrdume W bei
der N-Bildung von Lin(Lin(M)) aus Satz 3.16 (iii). = Behauptung.

Alternativ: Nach Satz 3.16 (i) ist Lin(M) UVR und nach Satz 3.16 (iii) ist Lin(Lin(M))
der kleinste UVR, der Lin(M) enthlt. O

3.2 Lineare Unabhéangigkeit, Basis und Dimension

Notation 3.18 (Summenzeichen). Wir verwenden ab jetzt das Symbol “>" 7 als Abkiirzung

fir eine Summe von endlich vielen Elementen, z. Bsp.
n
Zmi=$1+-'-+mn
i=1

oder fir I = {iy,...,i,} CN (Indexmenge)

Zyi =Y+t Y-
iel

Nimmt man aus einer endlichen Indexmenge I ein Element ig heraus und summiert diber

I'\{io}, kennzeichnet man dies héufig mit 3_, ; ~anstelle von 3 e p i
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Bemerkung 3.19. Bei Vektorrdumen ist es tblich, von einer “Familie” oder einem
“System” (v1,...,v,) von Vektoren zu sprechen. Fiir eine beliebige Indexmenge I ist eine
Familie (v;);er formal gegeben durch eine Abbildung I — V, i — v;. Eine Familie muss
nicht endlich sein — grundsdtzlich studieren wir auch Familien mit unendlich (abzihlbar)
vielen Vektoren (v1,vs,...) oder allgemeiner (v;)ier mit einer beliebigen Indexmenge I.
Im Spezialfall I = N nennt man eine Familie “Folge” — der Begriff ist aus der Analysis I
bereits bekannt. Im Gegensatz zur Menge der Mitglieder der Familie {v;|i € I} ist bei
einer Familie die Zuordnung i v v; fest, also insbesondere (v1,...,v) # (Vr(1), -+ Vn(r))

fir jede Permutation m € S, \ {id} (sofern die v;s alle verschieden sind).
Definition 3.20. Sei V' ein K-Vektorraum.

(i) Fine endliche Familie von Vektoren (vi,...,v,) heifit linear unabhingig, falls aus

Z)\Z’vizo mit A,..., \r € K
=1

folgt \y =--- =X\ =0.

(ii) Eine unendliche Familie von Vektoren (v;)ier heif§t linear unabhdngig, wenn fiir

jede endliche Teilmenge J C I die Familie (v;)icy linear unabhdngig ist.

(iii) Fine Familie von Vektoren heifst linear abhingig, falls sie nicht linear unabhingig

1st.

Zum besseren Verstiandnis halten wir fest:

Lemma 3.21. Ist r > 2, so gilt: (vi,...,v,) ist linear abhdngig

=
Jig € {1,...,7}, so dass vy, eine Linearkombination aus {vj|j € {1,...,7}\ {io}} ist.
Beweis. “=": (v1,...,v,) linear abhéngig = 3 A\,..., A\, € K (nicht alle = 0) mit

i=1
Ist nun aber ¢y ein Index mit \;, # 0, folgt
Vig = *)\61 Z )\ivi = Z ()\;01)\1)’01
iE{l,...,T}\{io} iE{l,...,T}\{io}

“<”: Gelte

Vig = E )\ivi .

€{1,...,r\{0}
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fir ein ig € {1,...,r}. Setze X\jy = —1. = >0, N\jv; = 0 = (v1,...,v,) sind linear
abhingig. O

Beispiele 3.22. (i) SeiV der R-VRR"™. Die Familie der Einheitsvektoren (ey, ..., ep)
ist linear unabhingig, denn sind A, ..., A\, € R mat Y " | N\je; =0, d.h.

0=M(1L0,...,0) + 4+ A(0,...,0,1) = (A1,-.., An),

so folgt \y = -+ = A\, = 0.
(ii) Sei V =R2. Die Familie ((1,1),(1,0),(0,1)) ist linear abhingig, denn
1-(1,1) + (1) (0,1) + (—1) - (1,0) = 0.
(iii) Enthdlt die Familie (v1,...,v,) die 0 (d.h. das neutrale Element 0 = Oy der Addi-
tion in V'), so ist sie linear abhingig (weil 1 -0y = Oy mit 1 # 0 = 0 gilt).

(iv) Enthdlt die Familie (v1, ..., v,) zweimal denselben Vektor, so ist sie linear abhdngig
(weil 1-v 4 (=1)-v =0 ist).

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir Lin ((v;)ics) := Lin({v;li € I}) und fiir

endliche Familien (vy,...,v,) auch Lin(vy,...,v,) := Lin({v1,...,v.}).
Satz 3.23. Sei V ein K-VR, (v;)ier eine Familie von Vektoren. Dann sind dquivalent:
(1) (vi)ier ist linear unabhdingig.

(it) Jeder Vektor v € Lin ((v;);er) lisst sich in eindeutiger Weise als Linearkombina-

tion aus Vektoren der Familie (v;)ier linear darstellen.
Beweis. (i) = (ii): Sei (v;)ies linear unabhéngig und v € Lin ((v;)ier)-

= Es existieren J C I, J endlich, und \; € K fiir ¢ € J mit

v = Z Aiv;  (Existenz einer Darstellung).
i€J

Eindeutigkeit: Angenommen, es gibt eine weitere Darstellung, d.h. es existieren H C I,
H endlich, und p; € K fiir ¢« € H mit

vV = Z iUs.

i€H

Bilde G := HU J und setze \; =0 fir i € G\ J sowie p; =0 fir i € G\ H.

= Ozv—v:Z(/\i—ui)vi.
i€G
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Da (v;)ier linear unbahéngige Familie ist, folgt A\; = u; Vi € G und die Darstellung ist

damit eindeutig.

(ii) = (i): Gelte (ii). Zu zeigen: (v;);ecs ist linear unabhingig. (Beweisidee: Man nutzt
die Eindeutigkeit der Darstellung fiir v € Lin ((v;)ier) fiir v =0.)

Angenommen, (v;);cs ist linear abhingig.
= 3 J C I, J endlich mit (v;);e ist linear abhéngig
= Vie J I\ € K (nicht alle = 0) mit

Z >\i'Ui =0.

ieJ

= Die Darstellung der 0 als Element von Lin ((v;)ier) ist nicht eindeutig (die andere
Darstellung ist 0 = >, ;0 - v;). 4

Damit ist (v;);es linear unabhéngig. O
Definition 3.24. Sei V' ein K-VR und (v;)icr eine Familie von Vektoren.

(i) (vi)ier heifit Erzeugendensystem (kurz: ES) von V, wenn V = Lin ((v;)icr)-

(i) V heifst endlich erzeugt, wenn V' ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

(iii) (v;)ier heifft Basis von V', wenn (v;)icr ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem

von V ist.
(iv) Ist B = (v1,...,v,) eine endliche Basis von V', dann heif§t r die Linge von B.
Bemerkung. Jeder Vektorraum besitzt ein Erzeugendensystem, da V = Lin(V).

Frage: Besitzt auch jeder Vektorraum eine Basis?

Wir wollen das zunéchst fiir Vektorrdume mit endlichem ES untersuchen.

Satz 3.25. Sei V # {0}, M = (v1,...,v,) sei eine endliche Familie von Vektoren aus

V. Dann sind dquivalent:
(i) M ist eine Basis von V.

(ii) M st ein unverkiirzbares ES von V', d.h. M ist ein ES und fiir jedes i € {1,...,n}
ist (Vj)jef1,..n}\i kein ES von V.

(iii) Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte A1, ..., A\, € K mit

n
v = E /\Zvl
i=1
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(iv) M ist unverlingerbar linear unabhdngig, d.h. M ist linear unabhdngig und fir jedes

v € V ist die Familie (vy,...,vy,v) linear abhingig.

Beweis. (i) = (ii): Sei M Basis von V. Angenommen, M ist verkiirzbar.
= dv; € M mit v; = Zj#i)\jvj
= (v1,...,vy,) ist linear abhéngig. 4

(ii) = (iii): Sei v € V. M Erzeugendensystem = I \i,..., A, 1 v =Y 1" \v;.
Angenommen, die \; sind nicht eindeutig.
= Jp1, ... fin: v = p;v; und fiir mindestens ein ip € {1,...,n} ist pi; # A .
= 0= (i — Xi)vi = 30520 (i — M) vi + (1ig — Nig) Vi
= Vig = —(lig = Nig) ™" Dz (i — Ai)vi.
= v;, kann weggelassen werden, d.h. M ist verkiirzbar. 4

(iii) = (iv): Nach Satz 3.23 ist die Familie (v1,...,vy) linear unabhéngig. Sei v € V.
= 3 (eindeutige) Ai,...,An: v =>4 \v;.
= (v1,...,0p,v) ist linear abhéngig.

= M ist unverldngerbar linear unabhéngig.

(iv) = (i): Sei M unverldangerbar linear unabhéingig und sei v € V.
= (v1,...,0p,v) ist linear abhéngig.
= Es existieren A1, ..., A\p, A € K, nicht alle gleich 0, mit

AU+ Zn:)\l’ljl =0.

i=1
Es folgt A # 0, andernfalls wére Z?:l A;v; = 0 und damit auch Ay =--- =\, = 0, denn
M ist linear unabhingig. = v = —\7! Yoy Aivs. Aber damit ist M eine Basis. O

Korollar 3.26 (Korollar bedeutet “Folgerung”). Seien K ein Korper und V # {0} ein
K-VR. Sei M = (v1,...,v,) eine endliche, linear unabhingige Familie von Vektoren aus
V. Ist M keine Basis, so ist M wverlingerbar linear unabhdngig, d.h. es gibt ein v € V,

so dass (v1,...,vn,v) linear unabhingig ist.
Beweis. Nach Satz 3.25 gilt (iv) = (i). Die Umkehrung ergibt —(i) = —(iv). O
Eine weitere Folgerung ist der

Satz 3.27 (Basisauswahlsatz). Besitzt V' ein endliches Erzeugendensystem, dann kann
man daraus eine Basis auswdihlen, d.h. zu einem ES (vi,...,vy,) gibt es eine Teilmenge

{i1,...,ir} C{1,...,n}, so dass (vi,,...,v;,) eine Basis ist.

Beweis. Man entferne von dem ES nacheinander solange Elemente, bis die resultierende

Familie ein unverkiirzbares ES und somit nach Satz 3.25 auch eine Basis ist. O
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Bemerkung. Beim “Verkiirzen” des ES’ kann man im Allgemeinen nicht beliebige Ele-
mente entfernen, sondern muss sukzessive tberpriifen, ob das ES ohne jeden einzelnen
der Vektoren noch ein ES ist. Insofern sagt der Satz nichts iber die beste Strategie aus,

aus einem gegebenen ES eine Basis zu finden.
Korollar 3.28. Jeder endlich erzeugte K-VR besitzt eine Basis von endlicher Linge.
Fragen: Ist V ein endlich erzeugter K-VR.

e Ist dann jede Basis von endlicher Lange?

e Sind verschiedene Basen von V' gleich lang?
Lemma 3.29 (Basisaustauschlemma). Sei V' ein endlich erzeugter K-VR, B = (v1,...,v,)
eine Basis von V., w =Y., \jv;. Dann gilt: Ist \, # 0 fiir ein k € {1,...,r}, so ist

!/
B = (v1,.. ., U1, W, Vg 1y - -, Uy)

ebenfalls eine Basis von V' (d.h. man kann vy gegen w austauschen).

Beweis. Damit die Formulierung des Beweises nicht zu technisch wird, nehmen wir OE
(“ohne Einschrinkung” — man schreibt manchmal auch OBdA = “ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit”) an, dass k = 1 ist. Wegen A\ # 0 gilt dann

1 « 1
— E \iv1 + —w. 3.1
U1 )\1 2 V1 Al w ( )

Wir zeigen jetzt, dass auch B’ = (w,vg, ..., v,) eine Basis ist.
e B’ ist ein ES von V:

Sei v € V. Da (v1,...,v,) Basis von V ist, existieren p1,...,u, € K mit

s s
3.1 Ai
v= E Nivi(:)%w+ E (Mz‘—ﬂli>vi7
i—1 i=2

also ist v € Lin(w, v, ..., v.).

e B’ ist linear unabhingig:

Seien p und po, ..., pu € K mit pw + > ;o piv; = 0. Wegen w = >0, Ajv; mit

A1 # 0 folgt phivr + > i _o(pi + pAi)vi = 0.
BBesis N\ =0und g +ph =0Vie{2,...,r}
MEO ) —Ound =0 Vie{2,...,r).

= B’ ist Basis. O
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Satz 3.30 (Basisaustauschsatz). Seien V' ein endlich erzeugter K-VR, (wi,...,wp)

eine linear unabhdngige Familie in V. Dann gilt:

(i) Ist B = (vi,...,v,) eine Basis, dann ist r > m.
(ii) Es gibt Indizes im1,-.. 0 € {1,...,7}, s0 dass B* = (wi,..., W, Vip 15 --Vi,)
wieder eine Basis von V ist, d.h. man kann m FElemente der Basis B gegen die
Wi, ..., Wy austauschen.
Beweisidee: Wende das Austauschlemma 3.29 sukzessive auf wy,...,w, an. Formal
machen wir das mit einem Induktionsbeweis nach n =1,...,m.

Beweis. Wir zeigen (ii) per Induktion nach n. Aus dem Beweis ergibt sich dann auch (i).

Wir halten zunéchst fest, dass aus (wi,...,wy,) linear unabhéngig auch (wy,...,wy,)
linear unabhéngig fiir alle n < m folgt.

Induktionsanfang: Da B Basis ist, gibt es Ar,..., A\, € K mit w; =Y ;_; A\jv;. Daw; #0
gibt es ein k € {1,...,r} mit A\;x # 0. Nach dem Austauschlemma kann man vy durch

wi ersetzen und erhilt eine neue Basis.

Induktionsschritt n — 1 — n fiir n < m: Sei die Behauptung fiir n — 1 bereits bewie-

sen, d.h. per Induktionsvoraussetzung gibt es Indizes iy,...,i, € {1,...,7}, so dass
B* = (wi,...,wp—1,%;,,...,0;,) eine Basis von V ist. Im Falle n — 1 = r wire B =
(w1,...,wp—1) eine Basis von V, d.h. nach Satz 3.25 (iv) unverldngerbar linear un-

abhéngig. 4 (zu (wi,...,w,) linear unabhingig), d.h. n — 1 < r. Da B* eine Basis ist,
gibt es A1,..., A\ € K mit

n—1 r
Wp = E /\kwk + E /\kvik~
k=1 k=n

Falls A, = --- = A\, = 0, dann wére (wy,...,wy,) linear abhéngige Familie 4. Also gibt
es ein A\ # 0 mit k € {n,...,r}. Nach dem Austauschlemma kann man das v;, gegen
das w,, austauschen und erhilt, dass B* := (Wi, -y Wiy Vs -+ -5 V,) Mt Gry1, .0, 0 €
{in, .- ir}\{ix} C {1,...,7} eine Basis von V ist. Aus dem letzten Schritt der Induktion
fiir n = m folgt auch r > m, d.h. (i). O

Satz 3.31. Seien K ein Korper und V ein K-VR. Dann gilt:

(i) Ist V endlich erzeugt, so ist jede Basis von V von endlicher Linge, und alle Basen

von V' haben dieselbe Linge.

(ii) Ist V nicht endlich erzeugt, dann existert von V keine Basis endlicher Linge.
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Korollar 3.28

Beweis. (i) Sei V endlich erzeugt. = 3 endliche Basis (v1,...,v,) von V.

Sei (w;);er eine beliebige Basis von V.

Ist I unendlich oder endlich mit Lange s > r + 1, so existieren 1, ...,%4,+1 € I, so dass
(Vs - -+, i, ) linear unabhéngige Familie ist.

Austauschsatz

= Lénge der Basis (= r) > Anzahl der unabhéngigen Vektoren (=r+1) 4
= [ endlich mit Linge s < 7.

Vertauscht man die Basen im obigen Argument, erhéilt man » < s und damit s = r.

(ii) Angenommen, es existiert eine Basis endlicher Lénge. Dann ist diese insbesondere

ein endliches Erzeugendensystem. 4 O

Definition 3.32. Die Dimension eines K-Vektorraums V ist definiert als

) Linge einer Basis  falls V' endlich erzeugt ist
dimg V =
00 falls V' nicht endlich erzeugt ist.

Wir setzen dimg{0} := 0.

Wegen Satz 3.31 (i) ist dimg V' wohldefiniert. Falls keine Verwechslungsgefahr besteht,

lédsst man den Kérper K auch weg und schreibt kurz dim V.

Beispiele 3.33. (i) Die Standardbasis (e1,...,en) von K™ hat die Linge n, also ist

dimyg K™ = n.

(i3) Die von einem Vektor (1, \g) erzeugte Gerade V im R? ist ein R-VR mit Dimension
dimV = 1.

(iii) Seien vy und vy zwei linear unabhingige Vektoren in R3. Dann ist der UVR U =
Lin(v1, v2) eine Ebene durch den Nullpunkt mit dimU = 2.

Korollar 3.34. Seien V ein endlichdimensionaler K-VR und U C V' ein UVR. Dann
qilt:

(i) U ist endlichdimensional.
(ii) dimg U < dimg V.
(iii) Es gilt U =V & dimg U = dimg V.
Beweis. Sei dim V' = r € N. Es existiert also eine Basis der Lange r.

(i) Angenommen, U ist nicht endlichdimensional (insbesondere U # {0}). Wir zeigen

per Induktion: Vm € N gibt es dann linear unabhéngige (u1, ..., uy,) in U.

Induktionsanfang m = 1: Wegen U # {0} Fu; € U\ {0} und (u;) ist linear unabhéingige

Familie.
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Induktionsschritt m — m + 1: Seien (u1,...,u,) linear unabhéngig. (u1,...,uy) kann

Korollar 3.26
=

keine Basis sein, andernfalls wire U endlichdimensional. (Upy ...y Upy) iSt

verldngerbar linear unabhéingig, d.h. 3 w41 € U: (u1,. .., Un+1) ist linear unabhéngig.
= (uq,...,ur+1) linear unabhéingig in V. 4 zum Austauschsatz.

(ii) Seien s = dimg U und (uq,...,us) eine Basis von U. = (uy,...,us) linear un-

Austauschsatz
=

abhingig s <r=dimgV.

(iii) “=": klar. “<”: Angenommen, U C V', aber U # V. Sei (uq,...,u,) eine Basis von
U. Wegen U # V ist (uy,...,u,) zwar linear unabhéingig, aber keine Basis von V. Nach
Korollar 3.26 ist (u,...,u,) dann in V' verldngerbar linear unabhéngig, d.h. 3v € V, so

dass (u1,...,u,,v) linear unabhéngig ist. Austaugchsate +1<dmV =dimU =r. § O

Satz 3.35 (Basiserginzungssatz). Seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler
K-VR mit r = dimg V und (u1,...,u,) eine linear unabhdngige Familie in V. Dann
existieren Up41,...,ur € V, so dass (uy,...,u,) eine Basis von V ist, d.h. (u1, ..., u,)

kann zu einer Basis ergdnzt werden.

Beweis. Nach Korollar 3.28 und Satz 3.31 besitzt V eine Basis (vy, ..., v,). Die Behaup-
tung folgt nun aus dem Basisaustauschsatz (d.h. die uy41,...,u, sind n — r Vektoren

von (v1,...,v)). O

3.3 Auswahlaxiom, Zornsches Lemma und Basisexistenzsatz allgemein

Zu einer Menge M bezeichnen wir mit P(M)* = {S C M|S # 0} die Menge der

nicht-leeren Teilmengen von M, d.h. die Potenzmenge von M ohne die leere Menge.

Definition 3.36. Fine Auswahifunktion auf einer Menge M ist eine Abbildung f :
P(M)* — M mit der Figenschaft, dass f(A) € A fiir alle A € P(M)*.

Die Funktion f “wahlt” also fiir jede nicht-leere Teilmenge A von M ein Element aus

A “aus”.
Auswahlaxiom: Zu jeder Menge gibt es eine Auswahlfunktion.

Wenngleich die Existenz einer Auswahlfunktion plausibel erscheint und in Einzelféllen
auch ohne axiomatische Forderung eine Auswahlfunktion schlicht angegeben werden

kann, muss ihre Existenz im Allgemeinen tatséchlich axiomatisch gefordert werden.

Es gibt mehrere zum Auswahlaxiom logisch dquivalente Postulierungen — eine ist das
Zornsche Lemma. Um dieses formulieren zu konnen, benttigen wir noch die Klirung

einiger Begriffe.

Definition 3.37. Eine (partielle) Ordnung auf einer Menge M ist eine Relation =< auf
der Menge M, so dass fiir alle x,y,z € M gilt:
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(1) © <y undy < z = = < z (Transitivitdit)
(ii)) x <y und y = x = x =y (Antisymmetrie)
(i1i) x <z (Reflexivitit).

Eine totale Ordnung auf einer Menge ist eine partielle Ordnung auf M, so dass fiir alle

x,y € M zusdtzlich
(iv) =y odery = x gilt,
also zwei Elemente aus M immer zueinander in Relation stehen.

Eine Menge mit partieller bzw. totaler Ordnung bezeichnet man als partiell bzw. total

geordnete Menge.

Beispiele 3.38. (i) Die Potenzmenge einer Menge M ist durch die Inklusionsrelation
C partiell geordnet.

(ii) Die ganzen Zahlen Z sind mit der <-Relation total geordnet.

Definition 3.39. (i) Sei M eine beziiglich < partiell geordnete Menge. Ein Element
x € M heifst obere Schranke fiir die Teilmenge S C M, wenn y <y fir alley € S
gilt.

(ii) Die Menge M heifit beziiglich der Ordnung < induktiv geordnet, wenn jede total

geordnete Teilmenge S C M eine obere Schranke in M besitzt.

(i1i) Ein Elementx € M einer beziiglich < partiell geordneten Menge M heif$t mazimales
Element, wenn fiir alle y € M mit x <y bereits x =y gilt.

Fiir eine Menge M ist beispielsweise die Potenzmenge beziiglich der Inklusion induktiv
geordnet. Mithilfe eines Fixpunktsatzes von Bourbaki kann man beweisen, dass folgende

Aussage aus dem Auswahlaxiom folgt — tatséchlich ist letzteres dazu sogar dquivalent.

Lemma von Zorn: Eine nicht-leere induktiv geordnete Menge besitzt ein maximales

Element.

Satz 3.40 (Basisergiinzungssatz fiir unendlichdimensionale VR). Seien K ein Korper,
V' ein K-VR und (uj);es eine linear unabhingige Familie in V. Dann kann (uj)jcs zu
einer Basis von V erginzt werden, d.h. es existiert I mit J C I und eine Familie (v;)ier
mit v; = w; fir alle j € J, so dass (v;)ier eine Basis von V ist. Insbesondere besitzt
jeder K-VR eine Basts.

Zum Beweis muss man zeigen, dass es eine maximal linear unabhéingige Familie gibt,

die (uj);jes enthélt. Dazu verwenden wir das Zornsche Lemma.
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Beweis. Sei M das System aller Teilmengen A C V, die {u;|j € J} enthalten und selbst

eine linear unabhéngige Familie von Vektoren bilden:
M = {A C V]A ist linear unabhéingig und {u;|j € J} C A}.

M ist partiell geordnet durch die Inklusion C. Diese Ordnung ist aber induktiv, denn
bei einer total geordneten Teilmenge M’ C M ist auch Ugecap A linear unabhingig.
Sind némlich sind vy,...,v, € Ugepr A paarweise verschieden, so gibt es ein A € M’
mit vy,...,v, € A. Nach dem Lemma von Zorn besitzt M ein maximales Element.
Aber jedes solche ist eine Basis: Wire ein maximales Element M keine Basis, gibe es
ein v € V' \ Lin(M). Aber dann wire M U {v} linear unabhingig, im Widerspruch zur
Maximalitét von M. O

3.4 Matrizen

Das Arbeiten mit Matrizen spielt eine zentrale Rolle in der linearen Algebra. Nach
einer Einfithrung werden wir als erste Anwendung eine Basis von einem UVR U =

Lin(vy, ..., v,) bestimmen.

Definition 3.41. Sei K ein Korper, m,n € N. Fine m X n-Matrix A (mit Elementen

aus K ) ist eine Familie

A= (aij)lgigm = e (oder kurz (CLZJ>)
<
Gml -+ Qmn
Die Menge aller m x n-Matrizen mit Fintrigen aus K wird mit M(m xn, K) bezeichnet.

Bemerkung 3.42. Wir schreiben ab jetzt die Elemente aus K™ immer als Spaltenvek-

toren, also
x1

x = : e K".
I
Definition 3.43 (Verkniipfungen auf M (m x n, K)).
(1) Fir (ai;), (bij) € M(m x n, K) definieren wir die Addition durch
(aij) + (bij) = (aij + bij) (3.2)

und die skalare Multiplikation durch

A (aij) = (/\ . az-j) f’[i?“ e K.
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(i) Wir definieren die Multiplikation von Matrizen durch

i Mmxn,K)xM(nxr,K)— M(mxr K) (3.3)

(aij)i<i<m - (bjr)1<j<n + (Cik)1<i<m
1<k<n 1<k<t 1<k<r

. n
mit Cile ‘*— ijl aijbjk.

* b1k
i-te Zeile | a;1 ... ain || x ¢ o« | = Cik
* bnk
k-te Spalte

Bemerkung. Fs ist leicht nachzurechnen, dass M(m x n, K) mit den Verkniipfungen

aus (i) ein K-Vektorraum mit Dimension dimg M(m x n,K) = m - n ist. Fir den
Nachweis der Dimension verwendet man, dass die m X n-Matrizen Ey;;, i,= 1,...,m,
7=1,...,n, mit

1 falls (7,5') = (i, j)

(Ey)ey = (.)-ter Eintrag von E; =
0  andernfalls

eine Basis bilden.

Lemma 3.44. Seien K ein Korper, m,n,r,s € N, A, A1, Ay € M(mxn,K), B,By, By €
M(nxr,K), CeM(rxs,K).

(i) Es gelten folgende Rechenregeln:

A-(Bi+By)=A-B1+A-By

(A +A3)-B=A;-B+Ay-B
A-\AN-B)=X-(A-B)=(\-A)-B
A-(B-C)=(A-B)-C

aber in der Regel nicht: A- B = B - A.

(i) Mit der Einheitsmatriz

E, = € M(nxn,K)

gilt A-E, = A=E,, x A.
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Beweis. Nachrechnen! O

Der Fall m = n von “quadratischen” Matrizen ist besonders wichtig.

Lemma 3.45. M(n x n, K) ist mit den inneren Veerkniipfungen + aus (3.2) und - aus
(3.3) ein Ring mit Einselement E,. Fir n > 1 ist dieser Ring nicht kommutativ, d.h.
im Allgemeinen ist A- B #+ B - A.

Beweis. Einfaches Nachrechnen der Eigenschaften (Ubungsaufgabe)! Fiir den Nachweis

der fehlenden Kommutativitdt muss man ein Beispiel angeben:

1 0]o0 0 1]0 0 10
00 00 =100 ,
0o |0 0o |o 0o |0
aber
0 1]o 1 0]o 0 0lo0
0 0 00 =10 0
0o |0 0o |o 0 |0

O]

Definition 3.46. A € M(n x n, K) heifit invertierbar, wenn es B € M(n x n, K) gibt
mit A-B=B-A=FE,.

Lemma 3.47. Es gilt
GL(n,K):={A € M(nxn,K)|A ist invertierbar}

1st beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe. Das

neutrale Element ist E,,. Das zu A € GL(n, K) inverse Element bezeichnen wir mit A~L,
Fiir A,B € GL(n,K) gilt (AB)"! = B71A~L.

Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dass fiir A;, As € GL(n, K) das Produkt A; - Ay
wieder in GL(n, K) liegt, d.h. auch invertierbar ist. Betrachte A5 1. Al_l. Es gilt nach

dem Assoziativgesetz der Matrizenmultiplikation (Lemma 3.44 (i))
(A1~ Ag) (A1 AT = A - AT =E,

und

(AJTATY) - (A1 Ag) = Ay Ay = B,

d.h. Ay - Ay ist invertierbar mit Inversem A2_1 -Al_l. Damit gilt A; - Ay € GL(n, K). Das
neutrale Element ist E,. Mit A € GL(n, K) liegt auch A~! in GL(n, K), da A~! das
Inverse A besitzt: A1 A=A-A"'=E,. ]
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Definition 3.48. Sei A = (a;;) € M(m x n, K). Dann heifst

ail] ... Qmi
At =

Alp .- Qmn

die zu A transponierte Matriz (Transponierte von A). Wir schreiben oft A’ anstelle von
At

Fiir n = m ensteht A aus A durch “Spiegelung” an der Diagonalen (a1, a22, . . ., any).

Lo 1 2 3
“\4 5 6/

(mxn,K), Be M(nxr,K), A€ K. Dann gilt

Beispiel 3.49.

A=

W N =
i@m»&

Lemma 3.50. Seien A, A1, As €
(i) (A1 + Ag)t = A} + A}
(ii) (A-A)t =X A

(iii) (AN =

(iv) (A-B)' = B . AL,

Beweis. Wir beweisen nur (iv), (i) — (iii) sind klar. Mit (af;) := A" und (b};) := B* ist

(B'- ANy = Zbk] aji ijkaij = Zaijbjk = (A-B)ir, = (A B) )
= =1

Also ist (A- B)t = Bt - Al O

3.4.1 Zeilenstufenform und GauBalgorithmus

Beispiel 3.51. Wir wollen folgendes Gleichungssystem ldsen:

r -y + 2z =
3z — 3y + 2z =
2t + y — =z = 5.

Man kann das Gleichungssystem auch in Matrizenform schreiben

1 -1 2 T
3 -3 1 . Y = 2 1. (3.4)
2 1 -1 z
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z — y + 2z = 4
3rx — 3y + z = 2 | Zeile2-3- Zeile 1
2c + y — z = 5 | Zeile3-2- Zeile 1
r — y + 2z = 4
— b5z = =10 | Vertauschen der 2.
3y — 5z = -3 | und 3. Zeile
r — y + 2z = 4
3y — 5z = -3 | -1/3
— 5z = —-10 | -(—1/5)
r — y + 22 = 4
Yy - gz = -1
= 2

In der Matrizenformschreibweise (3.4) kénnen wir die gleichen Operationen an den Zei-

len von
1 -1 2
A= 3 -3 1
2 1 -1

durchfiihren. Die Zeilenoperationen wollen wir in diesem Abschnitt untersuchen. Wir

halten noch die Matrizschreibweise als vorletzten Schritt fest:

-1 2 T 4
-5 |y — -3
0O 0 -5 z —10

Zeilenstufenform von A

Definition 3.52. Sei A € M (m xn, K) mit Zeilen (!) a1,...,a, € K™. Wir definieren

folgende elementaren Zeilenumformungen von A:

(I) Multiplikation ZM (i, \) der i-ten Zeile mit A € K \ {0}
a; — A a;
(II) Addition ZA(i,j, \) des \-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile( i # j)
a; a; + /\ -aj

aj aj
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(III) Vertauschen ZV (i,7) der i-ten mit der j-ten Zeile (i # j)

Bemerkung 3.53. (III) kann man auch durch mehrfache Hintereinanderausfihrung
von (1) und (II) erhalten.

a; a; + a; a; + a; a; + a;
aj aj —aj a;
()
a a a; + a;
J 0 J m J
(_
a; —a; —a;

Lemma 3.54. Elementare Zeilenumformungen von A € M(m xn, K) erhdlt man durch
Multiplikation von A von links mit den zugehiorigen M(m x m, K)-Elementarmatrizen,
die wir mit ZM (i, \), ZA(i,j,\) und ZV (i,7) bezeichnen. Es gilt:

} i-te Spalte | j-te Spalte

0 1 «— 1i-te Zeile

1 0 — j-te Zeile
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1 i-te Spalte

1
0
1
ZM(i,\) = A +— i-te Zeile
1
0
1
J j-te Spalte
1 0
A\ . .
ZA(,j,2) = — i-te Zeile
0

Beweis. Nachrechnen, dass ZM (i, \) - A, ZA(i,j,\) - Aund ZV (i, j) - A zu der entspre-

chenden Zeilenumformumg fiihrt. O

Bemerkung 3.55. In Beispiel 3.51 gilt

-1 2 10 0 100
0 1 =3 ]=]101 0 0 % 0
0 0 1 00 —% 00 1
100 1 00 1 00 1 -1 2
001 0 1 0] 310 3 -3 1
010 -2 0 1 0 1 2 1 -1
1 -1 2
=l 0 3 5
0 0 -5

Definition 3.56. Sei A € M(m x n,K) mit Zeilen ay,...,an. Man sagt, A sei in
Zeilenstufenform (ZSF), falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) Es gibt ein r € No, r < m, so dass fir die Zeilen ay,...,an gilt:

a; Z0 firi=1,....,7r und aypy1 =+ = apy = 0.
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(it) Setzen wir j; :==min{j € {1,...,n}|a;; # 0} firi=1,...,r, so gilt
J1 <jgo <---<jr (Stufenbedingung).

Die Elemente aij,, - .. ,ar;, heifflen Pivots.

Wir wollen jetzt den von den Zahlen aq, ..., a,, aufgespannten Vektorraum betrachten
und beweisen, dass die r Zeilen der Zeilenstufenform eine Basis bilden. Kénnen wir
dann noch ein Konstruktionsverfahren fiir die Zeilenstufenform angeben, haben wir eine

Methode gefunden, um aus einem Erzeugendensystem eine Basis zu konstruieren.

Definition 3.57. Sei A € M(m x n, K) mit Zeilen a1, ..., ap,.
ZR(A) :=Lin(ay,...,am) C K"
heifst der Zeilenraum von A. SR(A) := ZR(A') C K™ wird als Spaltenraum von A

bezeichnet.

Lemma 3.58. Seien A, B € M(m x n,K). Dann gilt: Ist B aus A durch eine endliche

Folge von elementaren Zeilenumformungen entstanden, dann ist ZR(B) = ZR(A).

Beweis. Wir miissen die Aussage fiir die Zeilenumformungen (I) und (IT) beweisen. Fiir
(I) ist fiir A # 0 und ¢ € {1,...,m} zu zeigen:

Lin(ay,...,amn) = Lin(ay, ..., ¢i—1, \@j, Git1, ., Q).

Wegen der Implikation M C Lin(M’) = Lin(M) C Lin(M’) nach Lemma 3.17 muss
gezeigt werden, dass alle Vektoren aus dem linken Erzeugendensystem in der linearen
Hiille auf der rechten Seite enthalten sind und umgekehrt. Das ist aber unmittelbar klar.

Fiir (IT) folgt mit demselben Argument
Lin(ai,...,an) = Lin(a1,...,a;—1,a; + Aaj, @it1, ..., am).

D.h. die Aussage ZR(A) = ZR(B) gilt nach jeweils einer Umformung vom Typ (I) oder

(IT) und damit auch fiir jede endliche Abfolge von elementaren Zeilenumformungen. [

Wir zeigen nun, dass man wie in Beispiel 3.51 jede m x n-Matrix A durch endlich viele

elementare Zeilenumformungen in eine Matrix B von ZSF bringen kann.

GauBalgorithmus (oder gauBsches Eliminationsverfahren) Sei A € M(m x n, K) mit
A # 0. Wir wenden in jedem der r Schritte (r € N, » < min(n,m)) die folgenden drei
Teilschritte bestehend aus elementaren Zeilenumformungen an, um eine Matrix B in
ZFS zu erhalten.
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Start: Setze A; = A.

1. Teilschritt: Sei j; die erste Spalte von Aj, die nicht nur Nullen enthélt, d.h.
j1:==min{j € {1,...,n}| Fi e {1,...,m} mit a;; # 0}.

Wiéhle ein ¢; aus mit a;,j, # 0.
2. Teilschritt: Vertausche die i;-te Zeile mit der ersten Zeile (Umformung vom Typ (I1I)).
Man erhélt das erste Pivot
aj, = a5, #0
und die transformierte Matrix

0 ... 0 ay, * ... *

*

Ay =

3. Teilschritt: Durch Umformungen vom Typ II kénnen alle Eintrdge der j-ten Spalte

unterhalb der obersten Zeile zu 0 gemacht werden. Man erhélt

0O ... 0 &1]‘1 X L., X

Man wende dann diese drei Teilschritte auf As an. Dabei kann man die Zeilenumfor-

mungen von A, auf die ersten Spalten von A; ausdehnen, da diese nur Nullen enthalten.

Iteriere dieses Verfahren. Das Verfahren bricht ab, weil die Folge j; < jo2... streng

monoton wachsend ist und entweder nach r Schritten j, = n oder A, = 0 gilt.

Wir bezeichnen mit B die resultierende Matrix in ZSF. Wegen des 1. Teilschrittes
(“Wéhle ein i1 aus ...”) ist die Matrix B nicht eindeutig.

Lemma 3.59. Die ersten r Zeilen by, ...,b, von B bilden eine Basis von ZR(A). Es
gilt ZR(A) = ZR(B) = Lin(by,...,b,) und dim ZR(A) = dim ZR(B) = r.

Beweis. ZR(A) = ZR(B) und dim ZR(A) = dim ZR(B) = r sind klar. Wir miissen
nur die lineare Unabhéngigkeit von b1,...,b, zeigen. Seien A1,..., A\, € K mit A\1b; +
... Apbr = 0. In der ji-ten Komponente von A\iby + --- + A.b, steht A1b1;, = 0. Wegen
bi;, # 0 folgt Ay = 0. In der zweiten Komponente von A1by + ... A\bp = Aabo + ... \by
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steht Aaboj, = 0 und wegen by, # 0 folgt Ay = 0. Man erhilt so iterativ Ay = g = --- =
A = 0. O

Fazit: Wir haben damit eine Methode gefunden, um zu einem endlichen Erzeugenden-

system eine Basis und die Dimension des erzeugten Vektorraums zu bestimmen.

Beispiel 3.60. Sei W = Lin ((0,0,3,-1),(0,1,2,0),(0,3,0,2)) C R*.

00 3 -1 01 2 0 0 1 0
ZV(1,2) ZA(3,1,-3)
01 2 0 — 00 3 -1 — 00 3 -1
0 3 0 2 0 3 0 2 0 0 —6 2
L ZA(3,2,2)
01 2 0
0 03 -1
00 0 O
— ((0,1,2,0),(0,0,3,—1)) ist eine Basis von W mit diim W = 2.
Definition 3.61. Sei A € M(m x n, K).
Zeilenrang(A):= dim ZR(A) heifst Zeilenrang von A.
Spaltenrang(A):= dim SR(A) heifst Spaltenrang von A.
Beispiel 3.62. Wir setzen Beispiel 3.60 mit
0 03 —1
A= 01 2 0
0 3 0 2
fort. Mithilfe elementarer Zeilenumformungen hatten wir die ZSF
01 2 0
00 3 -1
000 O
erreicht, d.h. Zeilenrang(A)= 2. Analog der Spaltenrang:
0 0 O -1 0 2 -1 0 2 -1 0 2
0 1 3 0 1 3 0 1 3 0 1 3
— — — :
3 20 3 20 0 2 6 0 0O
-1 0 2 0 0 O 0 00 0 0 0

d.h. Spaltenrang(A)= 2 = Zeilenrang(A).
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Wir werden spéter zeigen, dass generell Zeilenrang = Spaltenrang gilt.

3.5 Die Summe von Untervektorrdaumen

Definition 3.63. Seien U,W C V' Untervektorraume (UVRs).
U+W:={utw|lueclUweW}
heifit die Summe von U und W.
Achtung: U + W ist nicht (!) die Vereinigung von U und W als Mengen!
Lemma 3.64. Seien UW CV UVRs. Dann gilt

(i)) U+ W =Lin(UUW), d.h. U+ W st der kleinste UVR, der U und W enthdlt.

(ii) Sind U und W endlichdimensional, dann ist auch U + W endlichdimensional mit
dim(U + W) <dimU + dim W.

Beweis. (i) “C”: U+ W C Lin(U U W) ist klar.
“O7":Seiv € Lin(UUW) = 3IseN, \q,..., s € K und wy,...,ws € UUW mit

s
v = E )\jw]’.
j=1

Seien OE fiir ein r < s die Vektoren wy,...,w, € U und wy41,...,ws € W. Dann ist

s s
v o= Z)\jwj + Z )\jwj e U+ W.

j=1 j=r+1
—_—— —_———
cU cw
(ii) Sind (ug,...,u,) eine Basis von U und (wi,...,w,) eine Basis von W, so ist die
Familie (uq,...,u,,w1,...,ws) ein Erzeugendensystem von U + W.
= dim({U+W) <r+s=dimU + dimW. O

Beispiele 3.65. (i) K =R,V =R? U = Lin((—1,1)), W = Lin((1, 1)).
= U+ W =Lin((1,-1)) 4+ Lin((1,1)) = Lin ((-1,1), (1,1)) = R%.

(1)) K =R, U = Lin(ey, e2), V = Lin(eg, e3).
= U + W enthdlt eq,ea,e3, d.h. U+ W =R3.

Satz 3.66. Seien U, W C V endlichdimensionale UVRs. Dann gilt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
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Beweis. (i) Sei (v1,...,vy) eine Basis von UNW. Nach dem Basisergéinzungssatz gibt

es uy,...,up € U und wy,...,w; € W, so dass By = (v1,...,Um,u1,...,u;) eine
Basis von U ist und By = (v1,. .., U, w1,...,w;) eine Basis von W ist.
(ii) Behauptung: B = (v1,...,Um, UL, ..., Uk, W1,...,w;) ist eine Basis von U + W.

Klar: B ist eine Erzeugendensystem. Wir zeigen, dass B linear unabhéngig ist. Sei

A1+ -+ AV + g + -+ g Friwn + - vy = 0

=:uelU
>u=—nw —-—yuw W
ucUnNW
= p1 = -+ = pp = 0 (wegen Eindeutigkeit der Darstellung in Bj)
= Mo+ Ao 1w + -+ ywp =0
= A =-=A\p=v; =---=vy; =0 (da By Basis).

(iii) Aus (i) und (ii) folgt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
| | | I

m+k—+1 m—+k m 4+ m

O]

Definition 3.67. Secien U W CV UVRs. V heifit direkte Summe von U und W, wenn
qilt: V. =U + W und fiir jedes v € V gibt es eine eindeutige Darstellung v =u + w mit
uweU und we W. Man schreibt V. =U & W.

Bemerkung 3.68. (i) In Beispiel 3.65 (i) gilt V. =U @& W wund in Beispiel 3.65 (ii)
ist U +V = R3 keine direkte Summe.
(i) Die Definition gilt auch fiir unendlichdimensionale UVRs.
Lemma 3.69. Seien U W C V UVRs. Dann sind dquivalent:
(i) V=UaeW
(1) V=U~+W und UNW = {0}.

Beweis. (i) = (ii): Aus (i) folgt sofort V' = U 4+ W. Angenommen, U NV # {0}. Seien
zeUNW, z=#0, und
v=u+w=(u—2)+(w+2),
—— =
eU ew
d.h. die Darstellung ist nicht eindeutig. 4

=UNW={0tundV=UaW.
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(ii) = (i): Seiv e V. = Ju € U, w € W mit v = u + w. Wir zeigen die Eindeutigkeit

der Darstellung. Sei v = u + w = @ + W eine weitere Darstelllung mit w € U, w € W.

= u—u=w—w=0,
—— =
eU ew

da UNW = {0}. Es folgen u = @, w = w und die Darstellung ist eindeutig. O
Satz 3.70. Seien V endlichdimensionaler K-VR, U W C V UVRs. Dann sind dquivalent:
(i) V=UeW

(ii) Fiir alle Basen (uq,...,ux) von U und (w1, ..., w;) von W ist (uy, ..., ug, wy,...,w;)

eine Basis von V.

(iii) Es gibt Basen (ui,...,ux) von U und (wi,...,w;) von W, so dass die Familie

(uy,...,ug,wy,...,w;) eine Basis von V ist.
(iv) V=U+W und dimV = dimU + dim W.

Beweis. (1)=(ii): Erzeugendensystem ist klar. Die behauptete lineare Unabhéngigkeit

folgt aus Satz 3.23 oder analog zum zweiten Beweisteil von Satz 3.66.

(ii)=-(iii) ist klar.

(iii)=(iv) ist klar.

(iv)=(i) folgt aus Satz 3.66 und Lemma 3.69. O

Satz und Definition 3.71. Seien V ein VR, U C V ein UVR. Dann ezistiert ein UVR
WV mitV=U®W.W heifst Komplement zu U in V.

Man beachte, das V' nicht als endlichdimensional vorausgesetzt wurde.

Beweis. Wir wenden den Baisergénzungssatz 3.40 an.; Sei (u;);es eine Basis von U.

= 371 mit J C I und eine Basis (v;)ier von V mit v; = u; Vj € J. Insbesondere gilt
U = Lin ((Ui)ie]).
Setze W := Lin ((v);eps)- Wir wollen zeigen: U N W = {0}.

Seiv € UNW. = Es existieren Darstellungen v = \j vj, 4 - -+X\j, vj, = i Uiy ++ -4 45,0;,
mit j1,...,5x € J und 41,...,7 EI\J.

k l
= 0= Z )\jmvjm — Z M, Vi -
m=1 m=1
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Da (v;);er Basis von V ist und somit insebseondere der Nullvektor eine eindeutige Dar-
stellung als Linearkombination besitzt, folgt A\j;, = --- =X, = p;; = -~ = p;, = 0.
= v = 0. Lemma 3.69 impliziert dann die Behauptung. O

Bemerkung 3.72. Das Komplement ist nicht eindeutig bestimmt. Beispielsweise gilt
fir K =R, V =R? und U = Lin(e;)

V =U @ Lin(es) = U & Lin((1, 1)).

Definition 3.73 (Summe von r Vektorrdumen). Sind 2 < r € N und Uy,..., U, CV

UVRs, so definieren wir
Ui+...U.:= {u1+~-+ur| u; € U; fdrizl,...jr}.

Die Summe heifit direkte Summe, falls die Darstellung

v=uy+---+u mitu; €U;,i=1,...1,
fiir alle v e Uy + - -- + U, eindeutig ist. Man schreibt dann
T
Ul@"'@UT:@UZ“
i=1
Bemerkung 3.74. (i) Die Definition ist im Falle r = 2 identisch mit Definition 3.67.
(ii) Auflerdem ist offensichtlich, dass fir r = 3 gilt

Ui+ Uy + Uz = (U + Usz) + Us
UreUy@Us = (U & Uz) @ Us

bzw. fiir allgemeine r € N, r > 2, entsprechend

U+ + U =(..(U+U) +Us) +...) + Uy
U@ aU=(..(ialU)aUs)®...)dU,.

Damit iibertragen sich die Ergebnisse des Falls r = 2 iterativ auf den allgemeinen Fall,
z. Bsp. gilt fiir einen K-VR V:

Satz 3.75. Seiten Uy,...,U, CV endlich erzeugte UVRs. Dann sind dquivalent:

() V=U@ &,
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(ii) Fir alle Basen (ugi), . ,u,(ji)) von U; (i=1,...,r) ist

1 1 2 2 r T
(u(l),...,u,(cl),ug),...,u;;,...,u(l),...,ulg)>

eine Basis von V.
(i) v=uy+---4+u mitu, €U, i=1,...,7, unddimV =dimU; + --- + dim U,..
Beweis. Der Beweis erfolgt durch iterative Anwendung von Satz 3.70. 0

Das néchste Lemma beinhaltet fiir allgemeines > 2 das Analogon der Bedingung (ii)

aus Lemma 3.69.

Lemma 3.76. Seien r > 2 und Uy,...,U. UVRs mit V. = Uy + --- + U,. Dann gilt
V=U&---&U, genau dann, wenn

Ui N Y U;j={0} Vi=1,...,n
j=1
J#i

Beweis. “=": Angenommen, es existiert i € {1,...,r} mit

T
U; N Z U; # {0}.

j=1

J#i
= Ju; €U;,5=1,...,7, u; # 0mit u; = ug + -+ + wi—1 + i1 + -+ - + u,, Womit
O=wu1+ - +ui—1 —u; +ujy1 + - + up. § (zur Eindeutigkeit der Darstellung der 0)
“<=": Seiv € V, besitzt also eine Darstellung v = ui+- - 4w, mitu; € U, e =1,...,7. Zu
zeigen: Die Darstellung ist eindeutig. Seien u; € Uj, j = 1,...,r, mit v = uy +---+u, =
U1+ - -+ Uy, so dass nicht u; = 4; fur alle j gilt. Es existiert folglich ip € {1,...,7} mit
Uiy 7 Uiy

T

T
= O#uio—ﬂiO:—Z(Uj—’ij) = U N ZUJ#{O}\{
i=1 =1

Jjﬁo Jgiio
O
Bemerkung 3.77. (i) Fir den Nachweis einer direkten Summe U1 @--- @ U, (r > 3)
reicht es nicht, paarweise U; NU; = {0} fir alle i # j, 1 < 4,5 <r zu fordern. Ein

Gegenbeispiel firr=3: K =R, V = R?,

Uy = Lin(ey), Uy = Lin(e2), Us = Lin((1,1)).
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Dann gilt V.= Uy + Uy + Uz = R? mit Uy NUs = {0}, Uy N Uz = {0} und
U NUs = {0}, aber
Ui N (UQ + Ug) =U; # {0},
—_——
—R2
d.h. die Summe ist nicht direkt.

(ii) Zur Warnung vor Rechenfehlern sei bemerkt, dass fiir die Summe von UVRs kein

Distributivgesetz gilt. Mit den Bezeichnungen aus (i) ist bspw.

(U1 N U2) + (U1 N U3) = {0} 7& Ui =Ui N (UQ + Ug).
={0} ={0}

Der Vollstdndigkeit halber sei nach angemerkt, dass ja gilt
U0 U =(..(hely)aeUs)®...)aU,. (3.5)

Die Bedingung, dass alle Summen direkt sind, wére
i—1
Uin > Uy ={0} Vie{l,...,r}.
j=1
Wegen der Gleichheit in (3.5) folgt aus Lemma 3.76, dass dies dquivalent ist zu
T
Uin > Uj={0} Vie{l,...,r}.
j=1
J#
Das ist nicht ganz offensichtlich. Man kann diese Aquivalenz aber trotzdem direkt nach-
rechnen (Ubungsblatt 11, Aufgabe 1).
4 Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel sind U, V und W stets K-Vektorrdume.

Definition 4.1. Sei f : V. — W eine Abbildung. f heifit (K-)lineare Abbildung oder

(Vektorraum-)Homomorphismus, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

(L1) flu+v) = f(u)+ f(v) fir alle u,v € V

(L2) f(Av) = Af(v) fir allev € V und fir alle A € K.
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Beispiele 4.2. (i) Sei A = (a;j) € M(m x n, K). Wir betrachten die Abbildung

z1
A: K" 5 K™, ¢ = : — A-x.

Tn

Es gelten fir u,v e K", A € K:

Alu+v)=A - (u+v)=A-u+A-v=A(u)+ A(v) sowie
AM)=A- (W) =X-(A-v) =X A(v).

Wegen
ai1
Ale)) =A-e; = :
Qim
stehen in den Spalten von A die Bilder der Basisvektoren eq,. .., e, von K™ unter

A. Sind Ae M(m xn,K) und B M(nxr,K), z€ K", dann gilt
AB(z) = (AB)z = A(Bz) = A- B(z) = A(B(z)) = (Ao B)(z),
d.h. die Verkniipfung AoB=AB entspricht der Matriz-Multiplikation.

(it) Sei f:R* —» R?, (31) — (1 0) (31) = (fl}Z) Die Abbildung ist linear nach (i) und

T2 0—-1 T2

beschreibt die Spiegelung an der x1-Achse.
(iii) Sei V. ={f:(0,1) = R| f ist differenzierbar}. V ist ein R-VR. Dann ist
'V = {g: (0,1) - R},
fe=f
lineare Abbildung, denn fir f,g € V gilt (f+g9) = f'+¢ und (A\-f) = X-f' (A € R).
Lemma 4.3. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
(i) f(0)=0
(i1) f(Z?zl )\wi) =Y Nif(v) fir allev;e V, \; € K (i=1,...,n)
(iii) V! 'V UVR = f(V') ist UVR
(iv) W CW UVR = f~Y(W) CV ist UVR (f~% Urbild)

(v) (vi)ier linear abhdngige Familie in V- = (f(v;))ier linear abhingige Famile in W
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(vi) V' = Lin ((v;)ier) = f(V') = Lin ((f(v:))ic1)

(vii) W endlichdim. = f(V') endlichdim. UVR von W mit dim f(V) < dim W.

Beweis. (i) Es gilt £(0) = £(0+0) 2 £(0) + £(0) KM= £ 0y = 0,

(ii) folgt aus iterativer Anwendung von (L1) und (L2).

(iii) Sei V' € V UVR. Zu zeigen: f(V’) it UVR von W. Dazu weisen wir die Bedingungen
aus Lemma 3.6 nach.

e Wegen 0 € V' ist f(0) W e f(V"). Insbesondere ist f(V') # (.

e Seien wy,wq € f(V'), d.g. es existieren vy, v € V' mit w1 = f(v1), we = F(v9).
Il
= wi+wy = f(vr) + f(v2) Z for +v5) € FV).
ev’
e Seixe K,we f(V'),dh. w= f(v) fir ein v e V.
= dw=2f(0) 2 f(Qw) € F(V).

Av)
L~
Q%

(iv) Sei W/ € W UVR. Zu zeigen: f~1(W’) C V ist UVR. Wieder weisen wir dazu die
Bedingungen aus Lemma 3.6 nach.

e Wegen f(0) Yoew istoe F71{0}), womit f=1(W') # 0.

e Seien vy, v2 € fHW') = f(v1), f(va) € W/

= f(or+v2) B F01) 4 fon) €W = 01 +vs € fLHW).

e Seien A€ K,ve f1(W'). = f(v) e W
= fow) BN F) e W = aw e L),

(v) Sei (v;)4er linear abhéngige Familie. = 3.J C I, J endlich und \; € K fir ¢ € J nicht
alle gleich Null mit » 7, ; Ajv; = 0.

= oY f(0) = f(z)\wz) W Z)\if(vi)'

ieJ ieJ
= ((f(vi))ier) ist linear abhéngig.
(vi) *
“c”: Seiw e f(V'), d.h. w= f(v) fiir ein v € V.
= 3J C I endlichund \; € K fiiri € Jmitv =3, ;
(i) .
= w= f(v) = Yc;Nif(v), also w € Lin ((f(vi))ier)-

)\ﬂ)i.
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“>” Sei w € Lin ((f(vz))ze])
= dJ C I endlich und \; € K fiir i € J mit

w=3"Nfw)? f<2)\m> e F(V").

ieJ e

(vii) Nach (iii) ist f(V) UVR von W. Die Behauptung ist dann gerade Aussage (ii) aus
Korollar 3.34. O

Lemma 4.4. Seien f : V. — W, g : U — V lineare Abbildungen. Dann ist auch
fog:U — W eine lineare Abbildung.

Beweis. Es sind (L1) und (L2) zu verifizieren. Seien u,us € U. Dann folgt
(fog)(u1+u) = f(g(ur +ug)) = f(g(u1) + g(uz)) = (f o g)(u1) + (f o g)(u2),
also (L1). Analog zeigt man (L2), d.h. (f o g)(Au) = A(fog)(u) fir A € K. O

Definition 4.5. Man bezeichnet

e cine lineare Abbildung f :V — W als Homomorphismus und setzt

Homg (V, W) := {f VoW | f st K—linear},

e cine lineare Abbildung f:V — V als Endomorphismus und setzt

Endg (V) :={f:V = V| [ ist K-linear}.

Lemma 4.6. (i) Homy(V, W) ist bzgl.
der Addition (f,g) — f+ g mit (f +g)(v) = f(v) +g(v) Vv €V und
der skalaren Multiplikation (X, f) — X f mit (A- f)(v) = A(f(v)) Vv eV

ein Vektorraum.

(i) Endg (V) ist bzgl. + : (f,9) — f+gundo: (f,g) — fog ein Ring mit Einselement
idy .

Bewets. Nachrechnen! O
Definition 4.7. Man bezeichnet

e cine bijektive lineare Abbildung f:V — W als Isomorphismus und setzt

Isog (V, W) := {f V=W | f st Isomorphz’smus},
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e cine bijektive lineare Abbildung f :V — V als Automorphismus und setzt

Endg(V):={f:V = V| f ist Automorphismus}.
Ezistiert zwischen Vektorrdumen V. und W ein Isomorphismus, so heiffen V. und W
isomorph (Notation V =W ).

Lemma 4.8. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt
f Isomorphismus = f~' Isomorphismus.

Beweis. Analog zum Beweis bei Gruppen (Lemma 2.16 (iii)). O

4.1 Bild, Kern und Dimensionsformel
Definition 4.9. Sei f: V — W lineare Abbildung. Dann heifien
e Bildf:= f(V) ={w e W|3v eV mit f(v) =w} das Bild von f,
e Kern f := f71({0}) = {v € V| f(v) = 0} der Kern von f.
Satz 4.10. Seien f:V — W lineare Abbildungen. Dann gelten folgende Aussagen.
(i) Bild f C W und Kern f C V sind UVRs.
(ii) f surjektiv < Bild f = W.
(iii) f injektiv < Kern f = {0}.

(iv) f injektiv und (v;)icr linear unabhingige Familie in V = (f(vi))iel ist linear

unabhdngig.
Beweis. (i) folgt aus Lemma 4.3 (iii) und (iv).
(ii) ist gerade die Definition von Surjektivitét.
(iii)
“=": Sei f injektiv. Zu zeigen: Kern f = {0}.
“27: f(0) =0= 0 € Kern f.

“C”: Seiu € Kern f = f(u) =0= f(0) f injgitiv

u = 0.

“<": Gelte nun Kern f = 0. Seien u,v € V mit f(u) = f(v). J gear flu—v) =0
Kem:f>:{0} u—v =0, d.h. fist injektiv.
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(iv) Seien J C I, J endlich und A\; € K (j € J) mit
S A F(w) = 0. (4.1)
Jj€J
Zu zeigen: \; = 0V j € J. Wegen
Lemma 4.3(74)
0=> Xf(vy) = f(ZM%‘)
Jj€J JjEJ

('Ui)ie]li:n. unabh

folgt aus (iii) aber ;. ; Ajv; =0 Aj=0VjelJ. O

Definition 4.11. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Dann heif§t
Rang f := dim (Bild(f))

der Rang von f.

Beispiel und Definition 4.12 (Matrizen). Wir betrachten wie in Beispiel 4.2 (i) die
2w A € M(m x n,K) gehérende Abbildung A : K" — K™, x — Ax. Wegen K" =
Lin(eq, ..., e,) folgt aus Lemma 4.3 (vi)

Bild A = Lin (/Nl(el), L Alen)).

| I
Aey Ae,,

Aeq, ..., Ae, sind aber genau die Spalten von A, d.h.
Rang A = dim (Bild fl) = dim (SR(A)) = Spaltenrang (A).

Wir definieren den Rang der Matrix A durch

Rang(A) := Rang A = Spaltenrang (A).

Satz 4.13 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Seien V' endlichdimensionaler
K-VR und f : V. — W eine lineare Abbildung. Sei ferner (v1,...,v) eine Basis von
Kern f, (wy,...,w;) eine Basis von Bild f. Firi=1,...,1 seien u; € V mit f(u;) = w;.

Dann gilt: B = (vy,..., v, u1,...,u;) ist eine Basis von V und
dim V = dim ( Kern f) + dim (Bild f).

Beweis. Wir zeigen (i) B ist Erzeugendensystem von V und (ii) B ist linear unabhéngig.
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(i) Seive V.= f(v) eBid f. = Ju,...,m € K mit
l
Fw) =) pjuwj.
j=1
Sei nun v = Zé‘:1 IS
! !
= fu)=> pif(u) = pjw; = f(v).
j=1 j=1

= flu—v)=0=v—ucKernf.

:>EI/\1,...,/\keKmitv—u:Zk

j=1 )\jvj.

k l
= ’U:Z)\j’l}j—i-zuju]'.
j=1 j=1
(ii) Seien fuq, ..., A1, --, A € K mit

k l
Z Ajvj + Z piug = 0.
j=1 j=1

Anwendung von f auf beiden Seiten der Identitéit ergibt nach Lemma 4.3 (i) — (ii)

k !
DN F@)+Y oy fuy) =0
— —— — ——
j 5 J —;
. g) Basis L= — =0
= Z§:1 Ajv; =0
(v1,y..., vé) Basis )\1 _ _ )\k —0
Damit ist B Basis von V = dimV = k + [ = dim(Kern f) 4+ dim(Bild f). O

Korollar 4.14. Seien V und W endlichdimensionale K -Vektorrdume. Dann sind dquivalent:
(i) V=W
(i) dimV = dim W.

Beweis. (i) = (ii): Sei V. =2 W, d.h. es existiert ein Isomorphismus f : V. — W. Sei
(v1,...,vy) eine Basis von V. Da f injektiv ist, folgt aus Satz 4.10 (iv), dass (f(v1), ..., f(vy))
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linear unabhéngig ist. Die Surjektivitéit von f ergibt damit

W = Bild f = Lin (f(v1), ..., f(v,)),

d.h. (f(v1),..., f(vr)) ist ein Erzeugendensystem und damit insgesamt eine Basis.
= dimW =r=dimV.

(ii) = (i): Sei dimV = dim W = r € N. Seien (v1,...,v,) Basis von V und (wy,...,w,)
Basis von W. Wir definieren

fv-w

r r
v = Z)\jﬂj — Z)\jwj.
i=1 i=1

e f ist wohldefiniert, da (vy,...,v,) eine Basis von V' ist und damit jedes v € V eine
eindeutige Darstellung als Linearkombination aus vy, ..., v, besitzt.

e f ist linear (Nachrechnen!).

e Es gilt: Bild f = Lin(wy,...,w,) = W, d.h. f ist surjektiv.

e f ist injektiv, denn aus

——

dim V = dim (Kern f) + dim (Bild f )

folgt dim (Kern f) =0, d.h. Kern f = {0}.

Korollar 4.15. (i) Seien n,m € Ny. Dann gilt: K" = K™ < n =m.
(ii) Ist V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum, so gilt V= K" mit n := dim V.

Korollar 4.16. Seien V und W endlichdimensionale K -Vektorriume mit dimV =
dimW und f : V — W linear. Dann sind dquivalent:

(i) f ist injektiv,
(ii) f ist surjektiv.

(iii) f ist bijektiv.
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Beweis. (i) = (ii): f injektiv = Kern f = {0}, d.h. dim ( Kern f) = 0.

Satz 4.13

= dim (Bild f) dimV =dimW = Bildf =W = f surjektiv.

(ii) = (iii): Sei f surjektiv. = dim (Kern f) = dim(V) — dim (Bild f ) = 0.
N——
Satz 4__.;0(111)

= Kern f = {0} f injektiv.

Insgesamt ist f also bijektiv.
(iii) = (i): Klar. O
4.2 Affine Unterraume

Um die Urbilder f~!({w}) genauer untersuchen zu kénnen, brauchen wir den Begriff des

affinen Unterraums.

Definition 4.17. Sei V ein K-VR. Z C V heifit affiner Unterraum von V, wenn es ein
z €V und einen UVR U CV gibt mat

Z=z+4U:={2+ulueU},
d.h. affine Unterriume entstehen durch “Parallelverschiebung” von UVRs.

Beachte: Ist z ¢ U, dann ist 0 &€ z 4+ U, d.h. in diesem Falle ist Z kein UVR von V.
Lemma 4.18. Seien z € V und U CV UVR, ferner Z = z+ U. Dann gilt:

(i) Fiir jedes 2’ € Z ist Z =2+ U.

(ii) Sind 2 €V und U CV UVRmit 2+ U =2+ U, dann ist U =U und z — 2 € U.

Beweis. (i) Sei 2’ € Z, d.h. 2/ =z 4+« mit v’ € U.

= z'+U:z+(u’+U):z+U:Z.
~——
=U
(ii) Es gilt U = {y1 — y2| y1,y2 € z + U}, womit
U:{yl—y2|yl,y262+U}:{y1—y2|yl,y2ez+U}:U.

==z24+4U=2+4+U=z€2+U0U=24+U=2—z¢cU. O
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Konsequenz und Definition. Bei einem affinen Unterraum Z = z + U ist der UVR
eindeutig bestimmt, der “Verschiebungspunkt” z kann beliebig aus Z gewéhlt werden.

Da U eindeutig ist, konnen wir die Dimension definieren durch

dim Z := dim U.
Beispiel 4.19. Wir vergleichen UVRs und affine Unterrdume in R2.
UVRs:

dimU =0: {0}
dimU =1: Lin(v),0 # v € R? (Geraden durch den Ursprung)
dimU =2: R%

Affine Unterrdume:

dimZ =0: {z},z € R? (Punkte)
dimZ =1: z+ Lin(v),0 # v € R? (verschobene Geraden)
dimZ =2: R?.

Lemma 4.20. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung, w € Bild f und v € f~1({w}).
Dann gilt:

f{{w}) =v+Kernf und dimf'({w}) = dimV — dim ( Bild f).

Beweis. “C”: Seiu € f~H{w}). = f(u) =w= f(v) = f(u) — f(v) = flu—v)=0
= u—v€Kemnf = uecv+Kernf.

“7:. Seiu€cv+Kernf=dreKemfru=v+z

= f(w) =f+2) =)+ {2) = (o) =w,
=

dav € f~'({w}). Aber damit ist u € f~1({w}).

SchlieBlich gilt dim f~!({w}) = dim (Kern f) **Z""* dim V — dim ( Bild f). 0

4.3 Lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt seien A = (a;;) € M(m x n, K),
b1

bm
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Wir untersuchen das lineare Gleichungssystem (LGS)

anry + ... + apr, = b

ami1T + ... + GmpTn = bp,

in Matrix-Schreibweise Az = b. Wir gehabt induziert die Matrix die lineare Abbildung
A: K" 5 K™, x5 A-x.

Wir betrachten das Problem der Losung zunéchst theoretisch und dann algorithmisch.
Definition 4.21. Das LGS Ax = b heifst

homogen, wenn b =0,

inhomogen, wenn b # 0.

Das LGS Ax = 0 heifit das zu Az = b gehorende homogene LGS. A heifst Koeffizientenmatriz.

Las(A,b) == {z € K" Az = b} = A1 ({b})

heifst Losungsraum des LGS Ax = b.

Es gilt
Los(A,0) = {z € K"| Az = 0} = Kern A.

Satz 4.22. Es gilt:
(1) Lds(A,0) C K™ ist ein UVR der Dimension n — Rang(A).

(i) Las(A,b) C K™ ist ein affiner Unterraum von K™. Ist Lis(A,b) # 0, dann hat

dieser die Dimension n — Rang(A).

(iii) Sind Lis(A,b) # 0 und v € Lds(A,b), dann ist

Las(A,b) = v+ Las(A4,0).

Bemerkung. (i) bedeutet: Falls eine Lisung v von Ax = b existiert, dann erhdlt man
alle Losungen, indem man zu der speziellen Losung v alle Liosungen des zugehdrigen

homogenen Gleichungssystems addiert.

Beweis. (i) Es ist Los(A,0) = Kern A. Kern A ist ein UVR € K™ mit

dim (Kern fl) Dimensionsformel. ;) g dim (Bild fl) =n — Rang A.

66



(ii) Bs ist Los(A,b) = A~'({b}) nach Lemma 4.20 ein affiner Unterraum von K”. Falls
Los(A,b) # 0, dann gilt b € Bild A und

dim (L&s(A,b)) = dim A7L({b}) = dim (Kern fi) =n — Rang A.
(iii) Mit v € Los(A, b) gilt nach Lemma 4.20
Los(A,b) = A1 ({b}) = v + Kern A = v + Lés(4, 0).
O

Bemerkung. Lds(A,0) enthdlt immer die triviale Losung 0; nicht-triviale Lisungen

von Az = 0 existieren wegen (i) genau dann, wenn Rang A < n.

Definition 4.23.

Alb:= e : eEM(mx (n+1),K)

aml .- Qmn bm

heifst erweiterte Koeffizientenmatriz des LGS Ax = b.

Satz 4.24. Es sind dquivalent:
(i) Los(A,b) # 0, d.h. das LGS Az = b besitzt eine Lisung.
(ii) Rang A = Rang(A|b).
Beweis. Es gilt Bild A = SR(A) C SR(Ab) = Bild Ab. Damit erhalten wir
Los(A,0) #0 < beBildA
& dimBild A = dim Bild AJb

& Rang A = Rang;l\\l;
< Rang A = Rang Alb.

Korollar 4.25. Es sind dquivalent:
(i) Das LGS Az = b hat genaue eine Lisung.

(ii) Rang A = Rang(A|b) = n.
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Beweis. “(i)=(ii)”: Nach Satz 4.24 folgt aus der Existenz der Lésung Rang A = Rang(A|b).
Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt dim (LGS(A, b)) = 0, also

0 = dim (L&s(A, b)) =n — Rang A,

d.h. Rang A = n.

“(ii)=(1)”: Sei Rang A = Rang(A|b) = n. Nach Satz 4.24 ist dann Los(A, b) # (. Nach
Satz 4.22 (ii) gilt dim (Lt')s(A, b)) =n — Rang A = 0, d.h. die Lésung ist eindeutig. [J

Wir méchten schliellich noch einen Algorithmus zur Bestimmung der Losungen Los(A, b)

angeben.

Definition 4.26. Sei A € M(m x n, K). Man sagt, A sei in strenger Zeilenstufenform

(SZSF), wenn A in ZSF mit Pivotspalten an ji,...,j, ist und wenn gilt:
(i) a1j, = =ap;, =1 und
(it) aij, =0 fir allei e {1,...,k—1} und k € {1,...,r}.
Satz 4.27. A lisst sich durch elementare Zeilenumformungen auf SZSF bringen.

Bewets. A lasst sich mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren aus Abschnitt 3.4.1

durch elementare Zeilenumformungen auf ZSF

0 0 bljl * *

0 0 b2j2 * *
B = .

0 0 by,

0 0O ... 0 0

bringen, d.h. man erhdlt aus A damit B. Multipliziere nun die i-te Zeile mit 1/b;j,
und annuliere dann die Eintrige der ji-ten Spalte oberhalb des Pivot-Elements durch

Subtraktion geeigneter Vielfache der k-ten Zeile. O

Lemma 4.28. SeiC € M(mxn,K), d € K™. Ist C|d durch eine Folge von elementaren
Zeilenumformungen aus Alb entstanden, so ist Los(C,d) = Las(A,b).

Beweis. Wegen Bemerkung 3.53 reicht es, Umformungen vom Typ (I) und (II) zu be-

trachten.

Typ I Sei C|d durch A|b dadurch entstanden, dass die j-te Zeile mit A € K \ {0}
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multipliziert wurde, d.h.

a1l ... Qip b1
ay ... ay, by : : :
Alb = Do : und Cld:=| Xaj1 ... Aaj, Ab;
Aml -+ Gmn  bm : :
Ami  --- Qmn bm

so gilt: x € Los(Alb) & Ar=b & Cr=d < =z € Los(C,d).
Typ II: Analog. O

Beispiel 4.29. Gegeben sei das LGS Ax = b mit

1 2 -1 1 3
A= 36 -3 3 9 und einem Vektor b € R3.
4 8 —4 5 9

Betrachte zundchst das zugehdorige homogene LGS. Mit elementaren Zeilenumformungen
erhdlt man

1 2 -1 1 3 1 2 -1 1 3 1 2 -1 0 6
A—-]1 00 O O O |—=|0O0 O 1 -3 |—=]00 1 -3 =S
00 0 1 -3 00 0 0 O 00 0 0 O

Z2
SetzeB:(g _Olfg).Es gilt Sx = 0 genau dann, wenn (;i):—B T3
Ts5

x9,x3, x5 konnen beliebig dann gewdhlt werden. Der Liésungsraum Lds(A,0) des homo-
genen Systems ist ein UVR (Satz 4.22 (i)), der am besten durch die Angabe einer Basis
beschrieben werden kann. Hierzu gibt es natirlich viele Moglickeiten; eine einfache ist,
fiir (xo x3 x5)" die Einheitsvektoren ey, es, ez des R? zu wdihlen. Fiir e; gilt dann

(1:1) = —Be; = — i-te Spalte von B,
T4

d.h. wir erhalten durch Einsetzen von eq,es, es folgende Basisvektoren von Lds(A,0):

-2 1 —6
1 0 0
wy = 0 , Wy = 1 , Wz = 0
0 0 3
0 0 1
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Algorithmus (GauBalgorithmus zur Losung fiir ein homogenes LGS)
Eingabe: A € M(m x n, K)
Ausgabe: Basis von Los(A4,0).

1. Schritt: Bringe die Matrix durch elementare Zeilenumformungen in SZSF

0 ... 0 1 * 0 ... 0 =x*
0 0O 1 x ... 0 =x
S —
0 0 1 =
0 0 0 0
J J2 o r

r = Zeilenrang(A)

2. Schritt: Sei B € M(r x (n — r), K) die Matrix, die durch Streichen der Spalten
mit den Indizes ji,...,J, und den Zeilen mit den Indizes r + 1,...,n entsteht (diese
beinhalten nur Nullen als Eintrége). Seien k1 < ko < -+ < kp—p mit {1,...,n} =
{j1s-- s Jr, k1, kn—r} (d.h. die k; sind die Indizes von Nicht-Pivot-Spalten).

3. Schritt: Eine Basis von Los(A,0) ist gegeben durch wy,...,w,—, € K™, wobei

W41
w; =
Win,
gegeben ist durch
Wij, Wik,
= i-te Spalte von —B, : =e¢ € K",
Wi, Wiky,

Beweis. Nach Lemma 4.28 gilt Los(A,0) = Los(S,0) und ferner x € Los(S,0)

l’jl Ly Ijl Ty
& Sr=0 & 0= : + B : & : =-B
xj'r xknfr "Ejr "Eknfr
Nach beliebiger Vorgabe von xy,,...,xy, . ergeben sich zj,...,z; eindeutig, wenn

x € K™ eine Losung ist. Um eine Basis des Losungsraums Los(A,0) C K™ zu erhalten,
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kann man mit (zk,,...,xy, ) eine Basis des K"~" durchlaufen, also bspw.

xkl
=e e K" firi=1,...,n—r.
xkn—r

Dann ist

Ljy

= i-te Spalte von — B,

Ljy
d.h. wir erhalten obige Vektoren wq, ..., w,—,. Nach Konstruktion ist (wy,...,w,—,) ein
Erzeugendensystem von Los(S,0) = Los(A4, 0). Die Familie (wy, ..., w,—,) ist aber auch

linear unabhéngig: Denn sind Aq1,..., A\p—r € K mit
AMwi + -+ App Wy = 0,
so lautet der Eintrag der k;-ten Zeile (i € {1,...,n —1})

AL Wi+ AN Wik, o A W, = 0
~~ ——

=0 =1 =0

=0 =0
= X\N=0firi=1,....,n—r. O

Satz 4.30 (Korollar aus dem GauBalgorithmus zur Losung homogener LGS ). Sei A €
M(m x n,K). Dann gilt

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) = Rang A.
Beweis. Im obigen Algorithmus haben wir gezeigt
dim (Los(A,0)) = n — Zeilenrang(A4) =n — -
Nach Satz 4.22 (i) ist
dim (L&s(A,0)) = n — Spaltenrang(A) = Rang 4,

also folgt die Behauptung. O

Beispiel 4.31 (Fortsetzung von Beispiel 4.29). Zur Suche einer speziellen Lisung des
inhomogenen Systems Ax = b bringen wir die Matriz Alb in SZSF und erhalten fiir
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b=(3,9,13) bzw. b = (3,10, 13)" mit den Umformungen aus Beispiel 4.29

1 2 -1 0 6 |0 1 2 -1 0 6 |2
00 0 1 =3[0 |:=8]z b 00 0 1 -3]|1 =z
00 0O 0 01 00 0 0 O01]O0

Fir z mit z3 = 1 ist klar, dass es keine Lisung von Sx = z gibt, d.h. Los(A,b) =
Los(S,z) = 0. Im Falle Z ist

n=1-—

o A

j2:4—> 29

I
o = O O W

eine Léosung. Man beachte, dass mit Z gilt r = 2 und jo = 4 und mit z ist r = 3 und

Jr=J3=6=n+1

Algorithmus (GauBalgorithmus zur Losung fiir ein inhomogenes LGS)
Eingabe: A € M(m xn,K), be K™.
Ausgabe: Affiner Unterraum Los(A, b).

1. Schritt: Bringe die Matrix A|b durch elementare Zeilenumformungen auf SZSF S|z.
Seien 7 = Rang(A|b) = Rang(S|z) und ji,...,j, die Positionen der Pivot-Spalten.

2. Schritt: Falls j,. = n + 1, dann gilt Los(A, b) = (.
3. Schritt: Ist j, <n+ 1, dann gilt Los(A,b) = v + Los(A4, 0) mit einem v € Los(A, b).

Eine Basis von Los(A, 0) wird ermittelt wie im zugehérigen Algorithmus fiir ein homo-

genes LGS. Eine spezielle Losung ist gegeben durch v = (vy,...,v,)" € K™, wobei

Vj1 Al
= : und v; =0 firce {1,...,n}\ {j1,---,Jr}-

(% Zyr

Beweis. Gilt j, = n + 1 ist klar, dass Los(A,b) = Los(S,z) = 0 ist, denn die j,-te
Gleichung des Gleichungssystems lautet 0 = 1. Im Falle j, < n 4+ 1 ist v aus Schritt 3

eine spezielle Losung von Sz = z, d.h. auch von Az = b. O
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4.4 Darstellende Matrizen

In Beispiel 4.2 war A : K" — K™, x — Az mit A € M(m x n, K), ein Beispiel fiir eine
lineare Abbildung. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass man jede lineare Abbildung
praktisch so schreiben kann. Nachfolgend seien V und W endlichdimensionale K-VRs.

Lemma 4.32. Seien vy,...,v, € V und wy, ..., w, € W. Dann gelten:
(i) Ist (vi,...,v;) eine linear unabhingige Familie, dann gibt es eine lineare Abbildung
V=W mit f(v;,) =w; firi=1,...,r.
(ii) Ist (v1,...,v,) Basis von V, dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : V — W
mit f(v;) =w; firi=1,...,r. Diese hat folgende Eigenschaften:
(a) Bild f = Lin(wy, ..., w,). Insbesondere gilt

f st surjektiv < (wy,...,w,) ist ein Erzeugendensystem von W.
(b) f ist injektiv < (wr,...,w,) ist linear unabhdngig.
Beweis. (i) folgt aus (ii) mit dem Basiserginzungssatz.

(ii) Da (v1,...,v,) Basis ist, ist die Darstellung eines jeden Vektors v € V als Linearkom-

bination aus vy, ..., v, eindeutig. Somit ist folgende Abbildung f : V' — W wohldefiniert:

r r
v = Z )\ivi — Z /\iwi.
=1 =1

Es gilt f(v;) = w; fir ¢ =1,...,r. Aulerdem ist f linear, denn mit u =Y, p;v; ist

flut+v) = f<Z()\i + Mi)%’) = (i + pa)wi = f(u) + f(v),

i=1 i=1
analog gilt f(Av) = X - f(v) fiir A € K. [Bemerkung: Diese Konstruktion wurde auch
schon einmal im Beweis von Korollar 4.14 verwendet.]
Eindeutigkeit von f: Sei g : V' — W eine weitere lineare Abbildung mit g(v;) = w;. Fiir
v="> 1y Nw; gilt dann g(v) =7 Nig(vi) = >y w; = f(v), dh. f=g.
(a) Bild f = Lin(ws, . .., w,) folgt aus Aussage (vi) aus Lemma 4.3.
(b) Es gilt: f injektiv i ) Kern f=A{0} Sate L10G) (f(v1),..., f(v,)) linear unabh.

—— =~

=w1 =Wy

atz 4.10(idi
&

Umgekehrt gilt: (wy,...,w,) linear unabhingig
= dim (Bildf) =r
= dim (Kernf) =dimV —dim (Bildf) =0
= Kern f = {0}, d.h. f ist injektiv.
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Bemerkung. Man braucht in Lemma 4.32 die lineare Unabhdngigkeit der v;, damit die
Abbildung f wohldefiniert ist. Ist bspw. (v1,v2) mit vi = vy, kann man nicht einfach

f(v1) = wy und f(ve) = wa fir beliebige wi, ws setzen.

Korollar und Definition 4.33. Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V (entspricht hier

dem W aus Lemma 4.32). Dann gibt es genau einen Isomorphismus
(I)BiKn—>V mit @B(ei) = V; fﬁT”i: 1,...,n.

Die Abbildung ®p heifst das durch B bestimmte Koordinatensystem von V. Fir v =
oy v gilt

Al " A1
dp : = Z v,  womit @gl(v) = :

An = An
D.h. <I>§1 ordnet dem Vektor v € V' seine Koordinaten bzgl. B zu.

Bemerkung. Es mag auf den ersten Blick merkwiirdig erscheinen, den Begriff “Ko-
ordinatensystem” fiir eine Abbildung zu verwenden. Allerdings ist klar, dass zu einem
Koordinatensystem neben den Basisvektoren, welche die Achsen beschreiben, auch eine
Methode gehdren muss, wie man einen einzelnen Vektor dann darstellt. Das beschreibt
gerade die Abbildung <I’]_31.

Beispiel 4.34 (Gedrehtes Koordinatensystem). Wir mdchten den Vektor (é) in zwes

verschiedenen Koordinatensystemen darstellen.

e Finerseits gilt (:1,)) =1- ((1)) +3- ((1]), d.h. die Koordinaten bzgl. B = (((1]), (?)) sind
(5) und @5 ((3)) = (3)-
T T
Vektor  Koordinaten

e Wir betrachten nun das gedrehte Koordinatensystem mit den Achsen (}) und (_11)
Es gilt (é) =2 (1) +1- (El), d.h. die Koordinaten bzgl. B = (G), (711)) sind (%)
und @5 ((3)) = (7)-

T T

Vektor  Koordinaten

Im zweiten Fall sind der dargestellte Vektor und die Koordinaten verschieden. Im ersten
Fall sind der Vektor und seine Koordinaten gleich. Das liegt daran, dass als Basis die
FEinheitsvektoren benutzt worden sind, d.h. B = (e1, e2) sowie daran, dass wir ein Beispiel

aus dem R? (allgemeiner K™) gewdhlt haben.
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Beispiel 4.35 (Polynomraum). Wir betrachten den R-Vektorraum
R[t]n = {P € R[t]| deg(P) < n} U {0}

der Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad < n inklusive Nullpolynom von Ubungs-
blatt 8, Aufgabe 4. B = (Py, Py,...,P,) mit Py(t) = 1 und Py(t) = tF, 1 <k <n, bildet
eine Basis von Rt],. Die Abbildung ®p ist nun

Ao
g : R™ = R[t],, A EED PPN

)\0 n n
= @El < Z )\iPZ) sind die Koordinaten des Polynoms Z NP
A =0 i=0

Man konnte aber auch die Basis B' = (Py, Py + Py, ..., ZZ:O Py) verwenden mit zu-
gehdrigem Koordinatensystem ®pr und entsprechenden Koordinaten @E,l (P) fiir ein Po-
lynom P € R[t],,. Z. Bsp. firn =2 gilt dann

1 0
PSP +Pi+P)=| 1| und o5/ (Ph+P+P)=]| 0
1

Setzt man fir die Unbekannte t Elemente des Korpers R ein, ist die einem Polynom
P =3%"" NP € R[t], zugeordnete Abbildung

P:R—=R, z~ P(z),
differenzierbar und P'(x) = Y1 i\iz*~'. Sei entsprechend

1P fallsi=1,...,n
d: R[t], — R[t],, d(P;) = (d fir “derivative”)
0 falls i = 0.

Damit ist die lineare Abbildung d nach Lemma 4.32 eindeutig bestimmit. Ist nun’y ;" \iP;

mit Koordinaten

Ao

= q)gl ( Zn: )\sz>
1=0

An
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gegeben, so gilt

n n—1

d(Z )\iPi> = iNPia =) (i+ DAipB,
i=0 i=1 i=0
d.h. die Koordinaten der Abbildung sind
1-X
n-Ap
0

Auf “Koordinatenebene” kann man das schreiben als

1.\ 0 1 0 Ao
: M
n-Ap a n :
0 0 0 An
=:A
(Koeffizientenmatriz)

oder als Abbildung d = ®5 o A o &' wvon R[t], nach R[t], mit der zu A gehérenden
linearen Abbildung A.

Satz und Definition 4.36. Seien B = (v1,...,v,) eine Basis von V und C = (w1, ..., Wy)

eine Basis von W. Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Fir jede lineare Abbildung f : V. — W gibt es genau eine Matrix A = (a;;) aus
M(m x n, K) mit

fv;) = Zaijwi fir alle j =1,...,n.
i=1

Mg(f) := A heifst die Darstellungsmatriz von f bzgl. der Basen B und C (von V
baw. W). In der j-ten Spalte von ME(f) stehen die Koordinaten von f(vj) bzgl.
der Basis C von W (fir j=1,...,n).

(ii) Es gilt dann f = ®c o ME(f) o &5

(i4i) Die in (i) enthaltene Abbildung
ME : Homg (V,W) = M(m xn,K), f— ME(f)

ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.
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Insbesondere gilt
dim Homg (V, W) =m - n.

Im Falle V=W und B = C ist die Abbildung
Mg : Endg(V) = M(nxn,K), fw— ME(f)=: Mp(f)

ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis. (i) folgt aus Lemma 4.32 (ii), da B = (v1, ..., vy) eine Basis ist. Da (w1, ..., wy)

eine Basis von W ist, kann man die Bilder f(v;) als Linearkombination daraus darstellen:
m
fv;) = Zaijwi, ji=1,...,n.
i=1

(ii) Es gilt mit e; € K"

(®c o ME() 0 @5 ) (1) = (20 0 ME(D)) (e5)
aij m
= O (Aej) = Do : = Zaijwi = f(v)).
=1

amj

Da f eindeutig bestimmt ist, folgt Gleichheit.
(iii) Nachweis der Linearitit: Seien f,g € Homg (V,W) mit ME(f) = (aij), ME(g) =
(big). = (f+9)(v;) = fvj) +9(v;) = 3Ly aijwi + 3% bigws = 352 (aig + bij)wi,
womit

ME(f + g) = (ai + big) = ME(f) + ME(g)
ist. Analog zeigt man ME(A\f) = AME(f).
Nachweis der Bijektivitat: Ist A = (ai;) € M(n x n, K), so gibt es nach Lemma 4.32 (ii)
genau ein f € Homg(V,W) mit f(vj) = S0t ajjw; fiir i = 1,...,n, d.h. ME ist

surjektiv und injektiv. O

Bemerkung 4.37. Fir f € Homg(V,W) und v € V- mit v =3"_, \jv; gilt damit

m A1

flv) = jzi:lAjf(vj) = JZ:M(E;%W) = g: (iam’/\g)wz' => (4] : w;.

=1 j= i=1 A, i

Dies ist eine andere Schreibweise fiir Aussage (ii) in Satz 4.36 und verdeutlicht noch-
mal, dass mit A = Mg(f) die Koordinaten beziiglich der Basen B und C' transformiert

werden.
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Was besagt Satz 4.36 fiir V = K™, W = K™ mit den Einheitsbasen B = (eq,...,ey)
von K" und C = (ey,...,ey) von K™? Zu gegebenem f € Hompg (K™ K™) ist A
definiert durch

m a1y
fleg) = aijei = : = Ae;.
=1 mj

j-te Spalte von A

Das ist dieselbe Beziehung wie zwischen A und A in Beispiel 4.2, d.h. f = A. Wir halten

dies als Korollar fest.

Korollar 4.38. Die Abbildung M(el’."“’e") : Homg (K™, K™) — M(m x n, K) ist ein

(61 '7e’m)
Isomorphismus mit Umkehrabbildung

~ :M(m xn,K)— Homg (K", K™), A~ A.

Man kann dieses Korollar nun verwenden, um eine nicht-triviale Aussage fiir Matrizen

herzuleiten.

Satz 4.39. Sei A € M(n x n,K). Dann sind dquivalent:
(i) A besitzt eine Rechtsinverse, d.h. es existiert B € M(n xn,K) mit A-B=E, .
(ii) A: K™ — K" ist ein Isomorphismus.

(iii) A ist invertierbar, d.h. es existiert B € M(n xn,K) mit A-B=DB-A=FE,.

Die Aussage gilt auch, wenn man in (i) die Existenz der Linksinversen verlangt.
Die Beweisidee besteht darin, die Frage nach der Inversen anstelle von M(n x n, K)
in Homg (K™, K™) zu diskutieren, wo unmittelbar klar ist, dass aus der Existenz der
Rechtsinversen auch die Existenz der Inversen folgt.

Beweis. (iii)=(i) ist trivial. Ao B = AB = E,, = idgn
(i)=(ii): Sei B € M(n xn,K) mit AB = E,.
= K" =(AoB)(K") c A(K")C K"

= A surjektiv

Korllar 416 7 it bijektiv, d.h. A ist Isomorphismus.

(ii)=(iii): Sei A Isomorphismus, d.h. es existiert die inverse Abbildung g mit Ao g =
goA = idgn. Nach Korollar 4.38 gibt es ein B € M(nxn, K)mit g = B. = Behauptung.
O
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Satz 4.40 (Ringisomorphismus). (i) Die Abbildung

M(el,...,en) . EndK<Kn> N M(n X TL,K)

(e14eees€n)

ist auch ein Ringisomorphismus (also bijektiv und die Ringstruktur erhaltend), d.h.

M(el’m’en))(f"‘g) _ M(e1,...,en (f) +M(e1,...,€n)(g) und

(e1yemven (e1yeemven (e1yeeesen)

)
M) (fo.9) = MG () - M) S alle f,g € Bndic(K™),
(ii) Sei “” eine beliebige Multiplikation auf M(n x n,K), so dass M(n x n, K) mit
den Verkniipfungen + und * einen Ring bildet. Ist M((eell’_'_'."::)) dann ein Ringiso-
morphismus, so folgt “« =", d.h. die Matrixmultiplikation ist gerade so definiert,
dass das Matrizprodukt die Matrixz der hintereinander ausgefiihrten Abbildungen

15t.
Bemerkung. Fine analoge Aussage gilt auch fiir das Matrizprodukt A - B mit Matrizen
Ae M(mxn,K) und Be M(nxr K).

Beweis. Wir setzen M := M)

(617'”7571,)
(i) Wir verwenden wie oben die Bezeichnung A fiir die durch A € M (n x n, K) definierte
lineare Abbildung von K™ nach K". Es gilt fiir alle z € K"

AB(z) = (AB)z = A(Bz) = A- B(z) = A(B(z)) = (Ao B)(z),

womit M (Ao B) = M(AB) = A- B = M(A) - M(B). Da M nach Satz 4.36 bereits
VR-Isomorphismus ist, gilt auch M (/Nl + B) =M (/Nl) + M (B) und M ist bijektiv, also
ist M damit Ringisomorphismus.

(ii) Sei ~ die Umkehrabbildung von M aus Korollar 4.38. Nach Satz 4.36 (i) besteht die
j-te Spalte von A = M(fl) aus A(e;), d.h. fir C = A* B mit A, B € M(n x n, K) gilt

—_~—

¢y = (A*B(e;) = (M(A) * M(B)(e))) = ((AeB)(e)))
i —— i i
=M(A4oB)
da M Ringiso-
morphismus
blj
= (A(B(ey); = | A |
bn;j ;
n n a1k n
= <ZkaA(€k)> = Zbkj . = Zaikbkj.
k=1 g k=1 i k=1
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Im restlichen Teil dieses Abschnittes formulieren wir noch Konsequenzen aus Satz 4.36
und Korollar 4.38.

Satz 4.41. Sei U C K™. Dann sind dquivalent:

(i) U ist UVR von K™.

(ii) Es gibt ein m € N und ein A € M(m x n, K) mit U = Lds(A,0).
Beweis. (ii)=(i): Aussage (i) aus Satz 4.22.

(i)=(ii): Sei (u1,...,u,) eine Basis von U. Diese kann nach dem Basisergénzungssatz zu
einer Basis (u1, ..., Up, Upy1,...,Uy) von K™ ergénzt werden. Sei m = n — r. Definiere
nun f: K" — K" durch

0 falls i € {1,...,r}
flug) =
ei—r fallsie{r+1,...,n}.

Wegen U C Kern f und dim ( Kern f) = n—dim (Bild f) = n—(n—r) = r (Dimensions-
formel) folgt Kern f = U nach Korollar 3.34 (iii). Nach Satz 4.36 und Korollar 4.38 gibt
es genau ein A € M(m x n, K) mit f(x) = Az. Es gilt Los(A,0) = Kern f =U. O

Satz 4.42. Sei Z C K™. Dann sind dquivalent:

(i) Z ist affiner Unterraum von K.

(i) Es gibt m e N, A€ M(m xn,K) und b € K™ mit Z = Los(A,b).
Beweis. (ii)=(i): Aussage (ii) aus Satz 4.22.

(i)=(ii): Sei Z = z+ U mit z € Z und einem UVR U C K". Nach Satz 4.41 existieren
m € Nund A € M(m x n,K) mit U = Los(A,0). Mit b := Az ist z € Los(A4,b) und
nach Satz 4.22 (iii) folgt Los(A,b) =2+ U = Z. O

Bemerkung. Zusammenfassend ergeben Satz 4.41 und Satz 4.42:
e UVRs von K™ sind Lisungsrdume homogener linearer Gleichungssysteme und

e affine Unterrdume von K™ sind Lisungsrdume inhomogener linearer Gleichungs-

systeme.
Wir geben zu f € Homg (V, W) schliefllich noch eine einfache Darstellungsmatrix an.

Lemma 4.43. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann gibt es Basen B von V

und C von W mit
E. 0

M(?(ﬁ:( N

), r = Rang f.

80



Beweis. Sei C = (w,...,w,) Basisvon Bild f. Sinduy € f~*({w1}), ..., ur € f~*{w,})

und ist (v1,...,vx) eine Basis von Kern f, dann ist nach Satz 4.13 (Dimensionsformel)
B = (u1,...,up,v1,...,0;) eine Basis von V mit r + k = dim V. Nach Konstruktion ist
flur) = wi,..., fluy) = we, f(v1) = 0,..., f(vp) =0, d.h. ME(f) = (57 9), wobei C
eine von C erginzte Basis von W ist. O

Bemerkung. Sehr viel schwieriger ist es, fir f € Endg (V) eine Basis B zu finden, so
dass Mp(f) mdglichst einfach ist (— Jordansche Normalform, Lineare Algebra II).
4.5 Kommutative Diagramme und Basiswechsel

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie sich die Darstellungsmatrix Mg (f) einer
linearen Abbildung f bei einem Basiswechsel verhélt. Nach Satz 4.36 (ii) gilt

f=coME(f)ody. (4.2)

Bemerkung 4.44 (Kommutative Diagramme). In der linearen Algebra werden hdufig

sogenannte kommutative Diagramme verwendet, um die Gleichheit von Abbildungsver-

kniipfungen zu visualisieren. Schreibt man obige Identitdt in der Form

fo®p=2ocoME(f),
so erhdlt man folgendes “kommutatives Diagramm”:

Kn dp V

ME(F) l Jf

K™ 2w

Man sagt “das Diagramm ist kommutativ”, wenn man jeden Weg entlang der Pfeile “lau-
fen” kann und immer dasselbe Ergebnis erhilt (“laufen” bedeutet, die jeweilige Abbildung
anzuwenden, d.h. die Abbildungen entlang des Pfads werden verkniipft). Die einzelnen
Abbildungen miissen nicht bijektiv und im Allgemeinen kein Homomorphismus sein. Ist

eine Abbildung bijektiv, kann man ihre Inverse hinschreiben und den Pfeil umdrehen:

—1

(I>B
K' «——— V

ME(F) l lf

i3]
—C>W

Km

Die Kommutativitit des Diagramms liefert dann direkt (4.2).
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Satz 4.45. Seien U,V,W endlichdimensionale K-VRs mit Basen B,C,D; g :U =V,
f:V = W lineare Abbildungen. Dann gilt

MEB(f og) = Mg(f) - ME(g).

Beweis. Wir setzen r := dimU, m := dimV, n := dim W sowie A; := Mg(f), Ay =
ME(g). Damit ergibt sich folgendes Diagramm:

K" e U
— Km 2o,y
A1 Ay y fog
N
K" oo W

—_——

Die beiden Trapeze sind kommutativ wegen (4.2), das linke Dreieck wegen A;A4y =
Aj0As,, das rechte Dreieck nach Definition der Hintereinanderschaltung von Abbildungen
auch. Es bleibt noch zu zeigen, dass auch das dulere Reckteck kommutiert (das gilt nicht

automatisch!). Mithilfe der bereits als kommutativ verifizierten Teildiagramme folgt aber

I [ ] .\‘ [ ] .\( L]
L] L] = [ ] L] = e — 0
/ h
e — ‘e e — e ° °
o —— e e ——eo
= [ ] ./ = L] ° ‘I/
° \1. [ ] [ ]

Die Kommutativitét des d&ufleren Rechtecks ergibt nun

q)DOAlAQ = (fog)O(I)B.

= A1Ay = 0plo(fog)odp = MB(fog) = MS(f)-ME(g) = ArAs = MB(fog). O

Bemerkung. Der Beweis muss nicht mithilfe des kommutativen Diagramms gefiihrt

werden. Alternativ kann man in jedem Schritt die Gleichheit der Formeln einsetzen.
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Bemerkung 4.46. Insbesondere ergibt Satz 4.45 fir f,g € Endg (V)
Mp(fog)=Mg(f)Mp(g)
und damit analog zu Satz 4.40 (i), dass
Mg : Endg (V) = M(n xn,K), f+— Mg(f)

ein Ringisomorphismus ist.

Definition 4.47. Seien B und B’ Basen von V sowie n = dim V.
175 .= ME (idy) € M(n x n, K)

heifit Transformationsmatriz des Basiswechsels von B nach B’.

Lemma 4.48. Seien B, B, B” Basen von V. Dann gelten folgende Aussagen:
(i) TE € GL(n, K)

(i) TE = &3} o 0y
(iii) Th = (TF') "
(v) Tf =Th, - Tf
(v) Ist (v1,...,v,) eine Basis von V. = K™, so folgt T((:i""’."’::)) = (v1...0p).
—

Matriz mit
Spalten v;

Bemerkung. (ii) zeigt, dass Tg die Koordinaten eines beliebigen Vektors v € V' bzgl.
B in die Koordinaten von v bzgl. B diberfiihrt.

Beweis. (ii) Wir wenden (4.2) auf f = id an und erhalten
idV = (I)B’ O’_Zf;é 9} (I)]_Bl
Da &5 und ®ps Isomorphismen sind, folgt

<I>§,1 = Tg, o @E;l und daraus <I>]_5,,1 obp = Tg,.

(i) Da @5 und @5 Isomorphismen sind, ist auch TS = &/ o ®p ein Isomorphismus.
Nach Satz 4.39 ist TS, damit invertierbar, d.h. T5, € GL(n, K).

(iii) Die Aussage ist heuristisch klar. Formal: Es gilt A1 Ay = A 0 Ay, d.h.

TE . TE =TE oTE = &3} 0o ®po®y'o®p = idgn = B,
———

idy
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Satz 4.40(i ! )"
at i>40(z) Tg'Tg :EnéTg:(TBB) 1.

(iv) folgt aus Satz 4.45 fir f = g = idy.
(v) folgt aus der Definition 4.36 der Darstellungsmatrix. O

Beispiele 4.49. Zur Erinnerung: Sind B = (vy,...,v,) und B' = (v{,...,v]) Basen ei-
nes K-VRs V (dimg V = n) und (t;;) = T = M5 (idy), so gilt gemdfy Definition 4.36

n
vj =idy(vj) = thjvg.
1=1

Wir betrachten nun die Beispiele 4.34 und 4.35.

Beispiel 4.3/: (gedrehtes Koordinatensystem,)

5= (()0) 7= (0)()
()=20)-3(7) wa (9)=20)-3()

= (s 1js)

Beispiel 4.35: (Polynomraum,)

Seien B = (Py, Py,...,P,) und B' = (Py, Py + P1,...,> p_o Pr) mit dem Null-
polynom Py und P;(t) = t7 fir j = 1,...,n. Dann ist P; = Zi:o P, — ?c;%) Py,
womat
1 -1 0
B
TE = B
0 1

Das Polynom Py, — Py hat beziiglich B die Koordinaten (—1,1,0,...,0) und als

Koordinaten in B’

-1 -2
1 1

T8l 0o | =| o (Es gilt: Pl — Py = 2Py +1- (Py + Py).).
0 0
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Satz 4.50 (Transformationsformel). Seien f : V — W eine lineare Abbildung, B, B’

Basen von V' sowie C,C" Basen von W. Dann gilt
M (f) = TEME(NTE

Beweis. Nach (4.2) gilt

—_— N —

MEB(f)=d;lofodp =d;l oPcodylofodpodylodp =TSME(f)TE .
N——

=T& =ME(f) =1f’

= Behauptung. O

Bemerkung. Man kann den Beweis auch mit kommutativen Diagrammen zeigen (was
letztlich dasselbe ist).

B
K Mg (f) KM
e o
— f —
75 V———W <
v N\
ME/(;

Das Diagramm sieht dhnlich aus wie das im Beweis von Satz 4.45, allerdings zweimal
mit anderen Richtungen im unteren Trapez (/ statt ,~ und \_ statt *~, ). Da ®p/ und
b Isomorphismen sind, kann man diese Richtungen aber umdrehen und erhdlt wie im
Beweis von Satz 4.45:

MG (f) o T = TS o ME(f)
I I

P

ME(HTE, TS, ME(f)

= M (NTE =TEME(S)
= ME(f) = TS ME(H)(TE) ™ = TSME(f)TE nach Lemma 4.48 (iii).

Setzen wir A1 := ME(f), Ay = Mg,/(f), S:=T§ und T := T}, so gilt:

S e GL(m,K), T € GL(n,k) und Ay = SA, T
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Im Spezialfall W = V ist insbesondere der Fall C = B und ¢’ = B’ interessant. Hier
folgt
Mg/ (f) = TEME(H)TE

d.h. mit S :=T5 € GL(n,K) ist
Ay = SAlsfl.

Definition 4.51.

(i) Zwei Matrizen Ay, Ay € M(m x n, K) heiffen dquivalent (A1 ~ As), falls es Ma-
trizen S € GL(m, K) und T € GL(n,K) gibt mit Ay = SA;T~!.

(i) Matrizen A1, Ay € M(n xn, K) heiflen dhnlich, falls es eine Matriz S € GL(n, K)
gibt mit Ay = SA1 871,

Die Relation ~ ist reflexiv (A ~ A), symmetrisch (A; ~ A2 = Az ~ A;) und
transitiv (Ay ~ Ag, As ~ A3 = Aj ~ As) und definiert somit eine Aquivalenzrelation
auf M (m x n, K). Analog definiert Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation auf M (n x n, K).

Satz 4.52. Seien Ay, Ay € M(mxn, K), B Basis von K", C' Basis von K™, desweiteren
f: K™ — K™ eine lineare Abbildung und ME(f) = Ai. Dann sind dquivalent:

(i) Ay ~ As.
(ii) Es gibt Basen B’ von K™ und C' von K™ mit Mg,/(f) = As.
(ii) Rang A; = Rang A,.

Insbesondere ist jede Matriz A € M(m x n, K) vom Rang r dquivalent zu (gr 8).

Beweis. [Wir hatten oben (ii)=(i) gezeigt.]
(i)=(ii): Sei A; ~ Az, d.h. es existieren S € GL(m,K), T € GL(n,K) mit Ay =
SAT1. Sei B = (vy,...,v,), T~1 = (tij). Setze

v; i=tju1 4 o, fir j=1,..0,n, B = (v],...,0).

rEn
Es gilt: 771 € GL(n, k) 52339 =1 igt Tsomorphismus "2 *%? B’ Basis. Nach
Konstruktion ist
T~ = ME (idgn) =TS

Analog erhalten wir eine Basis ¢/ mit S~ = Tg ‘e S = Tg,. Es folgt

Ay = SAT ' =TSEME(FTE = ME (f).
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(ii)=>(iii): Es gilt:

Rang A; = Rang A; = Rang ME(f) = Rang (@El ofodp)
&p Isom. . — n
P2 dim (@51 o £)(K™))
=! Isom.
P 2O Gim f(K™) = dim Bild(f) = Rang f.

Analog zeigt man Rang As = Rang f = Rang A; = Rang As.

(iii)=-(i): Gelte Rang A; = Rang Ay (= r). Nach Lemma 4.43 gibt es Basen B von K"

und C von K™ mit

E, 0 .
( ) = Mg (A1)
_ Téely..-,en)M(elv“'ven) (Al)T(B N = SAlT_l

(513---7571)

= A~ (gr 8). Analog zeigt man (5’ 8) ~ Ay = Ay ~ As. =
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Literatur

wird noch ergénzt.
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