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Aufgabe 1 (Momentenschätzer) (1+2+1 Punkte)

Es sei E = (Rn,B(Rn), {P⊗nϑ : ϑ ∈ (0,∞)}) das statistische Modell aus Aufgabe 2, Blatt

02, wobei Pϑ = U [0, ϑ] die Gleichverteilung auf [0, ϑ] bezeichne. Weiter sei eine zufällige

Stichprobe (X1, . . . , Xn) gegeben.

(a) Bestimmen Sie, unter Verwendung des ersten Moments Eϑ[X1], einen Momenten-

schätzer ϑ̂n für ϑ.

(b) Zeigen Sie, dass der Schätzer ϑ̂n erwartungstreu ist und berechnen Sie Varϑ(ϑ̂n).

(c) Folgern Sie, dass die Schätzfolge (ϑ̂n)n∈N konsistent ist und dass
√
n(ϑ̂n − ϑ) in

Verteilung gegen eine Normalverteilung konvergiert. Geben Sie den Erwartungswert

und die Varianz der Normalverteilung an.

Aufgabe 2 (Maximum-Likelihood-Schätzer I) (4 Punkte)

Seien X1, . . . , Xn uanbhängige, invers normalverteilte Zufallsvariablen, d. h. die Verteilun-

gen PXi besitzen die Dichte

f(µ,λ)(x) = 1{x∈(0,∞)}

√
λ

2πx3
e
−λ(x−µ)

2

2µ2x ,

wobei λ, µ > 0. Bestimmen Sie die Maximum-Likelihood-Schätzer (µ̂ML, λ̂ML) für (µ, λ).

Aufgabe 3 (Maximum-Likelihood-Schätzer II) (3+1 Punkte)

Es seien X1, . . . , Xn unabhängige, geometrisch-verteilte Zufallsgrößen (Xi ∼ Geo(p)) mit

Zähldichte

P(X1 = k) = p(1− p)k−1, k = 1, . . . , n.

(a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schätzer p̂ML für p.

(b) Ist dieser Schätzer erwartungstreu? Begründen Sie Ihre Antwort. Bitte wenden!



Aufgabe 4 (δ-Methode) (1+1+2 Punkte)

(a) Es sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen, so dass

√
nXn −→L N (0, 1).

Bestimmen Sie den Grenzwert in Verteilung von
√
n(exp(Xn)− 1).

(b) Begründen Sie, wieso die δ-Methode (Satz 2.13) auch für Funktionen g : Rd → R
gilt, die nur lokal um µ stetig differenzierbar sind.

(c) Verwenden Sie (b) um zu zeigen, dass der Schätzer aus Aufgabe 4 von Blatt 02

asymptotisch normalverteilt ist und bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz

der Grenzverteilung.

Aufgaben zur Selbstkontrolle

(1) Formulieren Sie die Definition der Dichte der mehrdimensionalen Normalverteilung

und verifizieren Sie, dass diese Definition für den Fall d = 1 mit der Definition der

Dichte der eindimensionalen Normalverteilung übereinstimmt.

(2) Wiederholen Sie die Definition der Likelihood-Funktion.

(3) Definieren Sie den Maximum-Likelihood-Schätzer.

(4) Wiederholen Sie die Definition des Mittleren Quadratischen Fehlers.

(5) Verwenden Sie die Jensen’sche Ungleichung um zu folgern, dass für jede konkave

Funktion ϕ : R → R und eine reellwertige Zufallsvariable X mit E[|X|] < ∞ gilt,

dass

ϕ(E[X]) ≥ E[ϕ(X)].


